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PRÉFACE 


Parmi les problèmes mathématiques, on distingue une classe de 
problèmes dont les solutions sont instables vis-à-vis de faibles varia- 
tions des données initiales : quelque petite que soit la variation des 
données initiales, elle risque d'amener des variations aussi grandes 
que l’on veut de la solution. On dit alors que le problème est mal 
posé. 

Cette instabilité, lorsque les données initiales ne sont connues 
qu'avec un certain degré d’approximation, fait que la solution appro- 
chée s’avère être non unique (dans les limites de précision que l’on 
s’est fixées) et qu’elle est difficile à interpréter. En raison de ces 
inconvénients, on persistait à croire qu'un problème mal posé était 
dépourvu de toute utilité pratique. 

On connaît cependant bon nombre de problèmes mal posés, appar- 
tenant tant aux mathématiques classiques qu’à des branches appli- 
quées les plus diverses et dont l’importance pratique est incontesta- 
ble. Cela donne une idée du caractère vraiment universel de la classe 
de problèmes considérée. Déjà en regardant les titres des divisions 
et les exemples proposés dans ce livre, l’on se rend compte de Ia 
largeur de cette classe et de la multiplicité des utilisations possibles. 
Parmi les problèmes d'importance particulière, signalons les ques- 
tions liées à la mise au point des systèmes automatiques de traite- 
ment mathématique des résultats des expériences (l’interprétation 
y comprise), les problèmes de la commande optimale et l’établisse- 
ment de projets optimaux de systèmes. 

Une étape essentielle du traitement des données expérimentales 
est la résolution de problèmes instables vis-à-vis de faibles variations 
des données initiales: aussi l’importance des méthodes de résolu- 
tion de pareils problèmes ne saurait-elle être mise en doute. On 
demande par ailleurs que les solutions approchées obtenues en 
partant des données initiales approchées soient insensibles aux faibles 
variations de ces dernières. 

Au cours de ces dernières années, on a vu paraître dans différentes 
revues scientifiques un grand nombre de travaux consacrés à ces 
questions. On attendait un livre qui, entièrement consacré aux 
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méthodes de résolution de problèmes mal posés, pût initier un audi- 
toire plus large aux idées et questions relatives à la construction des 
solutions de ces problèmes. Tel est justement le but que nous pour- 
suivons en soumettant aujourd'hui le fruit de nos efforts à l’atten- 
tion du lecteur. 

On sait que les données initiales de problèmes mal posés, obte- 
nues le plus souvent comme résultats de mesures, sont entachées 
d’erreurs accidentelles. Pour cette raison, la construction des solu- 
tions approchées et l’estimation de l'erreur qui leur est propre sont 
possibles tant par application d’un principe déterministe que d’un 
principe probabiliste, ceci selon la nature de l'information disponible 
à l’origine. Dans ce livre, nous nous bornons en général au principe 
déterministe (sauf dans les chapitres IV et V). Le principe proba- 
biliste est traité, par exemple, dans (63, 64, 87, 100, 105, 124, 128, 
129, 179 à 181, 184, 217]. 

Nous proposons ici, pour la construction des solutions de problèe- 
mes mal posés, une méthode de régularisation que nous avons avan- 
cée auparavant dans [156 à 1611]. 

Nous n’avons pas cherché à faire la revue de toute la littérature 
parue à ce jour consacrée aux problèmes mal posés : le lecteur trou- 
vera une bibliographie complète, par exemple, dans [122]. 

Ce livre est destiné aux étudiants et boursiers de thèse en physique 
et mathématique, ainsi qu'aux ingénieurs et chercheurs intéressés 
par les questions du traitement et de la planification des expériences. 
Nous tenons à exprimer toute notre reconnaissance à A. Loukchine 
pour ses abondantes et précieuses observations. 


Acad. A. Tikhonov, 


prof. V. Arsénine 


INTRODUCTION 


$ 1. Sur quelques aspects de la position 
de problèmes mathématiques 


1. La résolution de classes assez vastes de problèmes sur ordi- 
nateurs est inconcevable sans le développement des algorithmes de 
calcul appropriés. Or, que signifie « résoudre un problème »? A 
quelles conditions doivent satisfaire les algorithmes employés pour 
la recherche de la « solution »? 

Les conceptions et positions classiques de problèmes ne tiennent 
pas compte de nombreuses particularités des problèmes auxquels 
on a affaire en pratique. Nous allons le montrer à l’aide de quelques 
exemples. 

2. Exemple 1. Considérons une équation intégrale de 
Fredholm de première espèce à noyau Æ (x, s): 

b 
| Ke, s)z(s)ds=u(z)}, c<z<d, (0 ; 1,1) 


où z (s) est une fonction inconnue de l’espace F ; u (x) est une fonction 

donnée de l’espace U. Nous admettrons que le noyau X (x, s) est 

une fonction continue de x à dérivée partielle continue 0K/6x. Pour 
b 


abréger l'écriture, l'opérateur f K (x, s)z(s) ds sera désigné aussi 
a 


par Az. 

La solution z (s) sera cherchée dans la classe des fonctions con- 
tinues sur l'intervalle [a, b]. L'écart du second membre sera estimé 
dans une métrique quadratique, c'est-à-dire par la formule 


d 
1/9 
Ou (Uys Le) = { | [4 (x) — ua (2) 1? dx } 
C 
(métrique de L.), et l’écart de la solution z (s), dans une métrique 
uniforme, c’est-à-dire par la formule 
Pr(Z1s 22) = max |z, (s)— 2: (s)| 
s[a, b] 


(métrique de C). See 
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3. Supposons que pour un second membre u = u, (x) la fonction 
z, (s) soit solution de l'équation (0; 1,1), en sorte que 


b 
| K (x, s)z(s)ds = u, (x). 


Si on ne connaît pas la fonction u, (x) mais seulement son approxi- 
mation u (x), peu différente (dans la métrique de ZL.) de u, (x), on 
ne peut chercher qu’une « solution » de (0; 1,1) voisine de z, (s). 

Le second membre u (x) s’obtient souvent par voie expérimentale, 
par exemple à l’aide d’un instrument enregistreur, et présente des 
points « anguleux » en lesquels la fonction u (x) n'admet pas de 
dérivée. S’il en est ainsi, l’équation (0; 1,1) n’a pas de solution (au 
sens classique), car le noyau X (x, s) admettant une dérivée continue 
par rapport à x, le second membre doit également en admettre une. 

On ne peut donc adopter en tant que «solution » voisine de 
z, (s) de l’équation (0; 1,1) la solution exacte de cette équation à 
second membre approché u (x) = u, (x), car il est fort probable que 
cette solution n'existe pas. Il se pose là une question de principe: 
que doit-on entendre par solution « approchée » de l'équation (0; 1,1) 
à second membre connu approximativement ? 

De toute évidence, l'équation (0; 1,1) n’admet de solution (au 
sens classique) que pour les seconds membres u (x) appartenant à 
l'image ÀF de l’ensemble F des fonctions z (s) par l’application 


b 
u= A1= | K(z, s)z(s)ds, :(s)CF. 


&. Remarquons en outre que la solution de l'équation (0; 1,1), 
interprétée au sens classique, c'est-à-dire recherchée par la règle 


z= Alu, 


où À “'est l’inverse de l'opérateur À de(0 ; 1,1), n’est pas stable vis-à- 
vis de faibles variations des « données initiales » (du second membre 
u (x)). 

En effet, la fonction z, (s) = 2, (s) + N -sin ws est solution de 
l'équation (0; 1,1) à second membre 


b 
us(D = (a+ N | K(x, ssinos ds. 


Evidemment, pour tout V, et à condition que w soit suffisam- 
ment élevé, on peut faire l'écart 


d b 


Pu (us, us) = IN] { | [ K (zx, s)sin os ds | dz}” 


C a 
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aussi petit que l’on veut, tandis que l'écart des solutions correspon- 
dantes z, (s) et z, (s) sera égal à 


Pr(Zi, 2)—= max |[z3(s)—z,(s)| = max |[Nsinos[=[|N| (0;1,2 
sÆla, b] s£lo. db] 
et pourra être arbitrairement grand. L'évaluation des écarts des 
fonctions z, (s) et z. (s) a été faite dans la métrique de C. 

Si l’on se propose d'évaluer l'écart des solutions dans la métrique 
de L:, il s’avérera que la solution de l'équation (0; 1,1) est aussi 


instable vis-à-vis de faibles variations du second membre u (x). 
En effet, 


Pr (Zi, 22) = { | 24 (S) —Za (s) Pas} =|N | { | sin? os ds } = 


[NY 2 = —-— sin ©(b—0) cosw(b+a). (0; 1, 3) 


On voit sans peine qu’on peut choisir les nombres w et N tels 
que pour des écarts aussi petits que l’on veut des seconds mem- 
bres u,(r) et u,(x), l'écart des solutions respectives calculé par la 
formule (0; 1,3) soit arbitrairement grand. 

Il faut cependant que la solution de l’équation (0 ; 1,1) soit stable; 
cela tient à ce que le phénomène (liaison) défini par cette équation 
est physiquement déterminé. 

La recherche de la solution de l'équation intégrale (0; 1,1) 
constitue un problème incomplètement déterminé si l’on adopte en 
qualité de sa solution approchée la fonction z (s) pour laquelle 


Ou (Az, u) < ô, 


u approchant le second membre de l'équation à à près, p U (u,u,) < 

Ainsi donc, il s’agit non seulement de savoir ce qu'est la « sc 
tion » approchée de l'équation (0; 1,1), mais aussi d'indiquer un 
algorithme de construction de la solution stable vis-à-vis de faibles 
variations des «4 données initiales » u (x). 

La situation que l’on vient d'examiner est typique pour les pro- 
blèmes mal posés. 

5. Nous venons de considérer le cas où l’on sait que la solution 
exacte (au sens classique) z., (s) de l'équation (0; 1,1) répondant au 
second membre u., (x) existe; on demande de chercher une appro- 
ximation de cette solution, ne connaissant pas la fonction u.., (x) 
mais seulement son approximation u (x) telle que puy (uez, u) < 6. 

Si l’on ne peut rien dire sur l'existence de la solution exacte de 
(0; 1,1), mais que l’on dispose en revanche de l'information sur la 
classe des seconds membres possibles U, on peut également se pro- 
poser de rechercher la « solution » approchée de l’équation (0; 1,1). 
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Définissons la notion de solution généralisée (quasi-solution) de 


l'équation (0; 1,1) sur un ensemble F comme étant un élément z 
de F tel que la distance py (42, u) y atteigne sa borne inférieure exacte 
[71, 72], c'est-à-dire que 


b 
Pu (42, u)= . Pu (Az, u), Az= | K (x, s)z(s) ds. 
z€ : 


Il est évident que si pour u = u,, l’équation (0; 1,1) admet une 
solution triviale z,, € F, celle-ci se confond avec la solution généra- 
lisée de l’équation À4z = u... 

Se pose alors le problème de trouver les algorithmes de construc- 
tion de solutions généralisées tels qu’ils soient stables vis-à-vis de 
faibles variations du second membre uw (x). 


Exemple 2. Soit un système d'équations algébriques li- 
néaires 
Az = u, (0; 1,4) 


où z est un vecteur inconnu, uw un vecteur connu, À = {a;;} une 
matrice carrée d'éléments a,;;. 

Si le système (0 ; 1,4) est non dégénéré, c’est-à-dire si det À = 0, 
il n’admet qu’une solution unique, qu’on trouve facilement à l’aide 
des formules connues de Cramer, ou bien par d’autres méthodes *). 

Lorsque le système (0 ; 1,4) est dégénéré, il n’admet une solution 
(qui n’est pas unique) que sous certaines conditions de solubilité, 
impliquant notamment la nullité des déterminants correspondants. 

Ainsi donc, avant de résoudre le système (0 ; 1,4), il faut voir s’il 
est dégénéré ou non. On calcule pour cela le déterminant det À 
du système. 

Si n est l’ordre du système, le calcul de det À se fait à peu près 
en n° opérations. Aussi poussée quesoit la précision du calcul, on ris- 
que néanmoins d’avoir pour un n assez élevé une valeur de det À 
arbitrairement différente de la valeur réelle, à cause d’'accumulation 
d’erreurs de calcul. On est amené donc à chercher des algorithmes de 
construction de la solution du système (0; 1,4) qui n’exigent pas de 
savoir à l’avance si le système (0; 1,4) est dégénéré ou non. 

En outre, souvent dans les problèmes pratiques le second membre 
u et les éléments de la matrice À, c’est-à-dire les coefficients du sys- 
tème d'équations (0 ; 1,4), ne sont connus que d’une façon approxi- 
mative. Alors à la place du système (0; 1,4) on a affaire à un autre 
système, Az = u, tel que || À — 4 || 6, |[u — u || & 6, la signi- 
fication des normes étant généralement suggérée par la nature du 
problème. Etant amené à considérer au lieu de la matrice À la matrice 


*) A. Kurosh, Cours d'algèbre supérieure. Editions MIR, Moscou, 1973. 
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A, on est a fortiori dans l’impossibilité de dire avec certitude si le 
système (0; 1,4) est dégénéré ou non. 

Dans ces cas la seule chose que l’on connaît sur le système exact 
Az = u est que la matrice À et le second membre uw vérifient les 
inégalités || À — À | & 6 et ||u —u || 6. Or, les systèmes ré- 
pondant à de telles données initiales (À, u) sont infiniment nom- 
breux; ils sont indiscernables dans un intervalle d'erreurs fixé. 
Parmi de tels « systèmes exacts possibles » certains peuvent être 
dégénérés. 

Puisqu'on ne connaît pas le système exact (0 ; 1,4) mais un systè- 
me approché Az = u,onne peut chercher qu'une solution également 
approchée. Il se peut cependant que le système approché s'avère 
être irrésoluble. La question se pose: que doit-on entendre par 
solution approchée du système (0; 1,4)? Remarquons qu’elle doit 
être stable vis-à-vis de faibles variations des données initiales 
(4, u). 


$ 2. Notion de problèmes bien posés et mal posés 


1. On distingue les problèmes bien posés et les problèmes mal 
posés. C'est à Jacques Hadamard (201, 202] que nous devons la 
notion de « problème correctement posé » introduite pour des besoins 
de la physique mathématique dans le but de savoir quels types de 
conditions aux limites sont les plus naturels pour différents types 
d'équations différentielles (par exemple, pour les équations ellip- 
tiques, c’est le problème de Dirichlet et les problèmes analogues; 
pour les équations hyperboliques, c'est le problème de Cauchy). 

Résoudre un problème numérique c’est trouver sa « solution » z 
à partir des « données » ou « conditions initiales» u, z = R (u). 
Nous allons les assimiler aux éléments d'espaces métriques U et F 
avec les distances entre éléments py (Uy, Uo), Pp (Z1» Ze) 5 Uys Ua EU; 
Z1, Ze € F. La métrique est généralement déterminée par la position 
du problème. 

2. Supposons que la notion de « solution » soit définie et qu'à 
tout élément u € U réponde une solution unique z = R (u) de l’es- 
pace F. 

On dit que le problème de recherche de la solution z = R (u) 
de l’espace F à partir des données initiales u € U est stable sur les 
espaces (F, U) si pour tout eg > 0 on a un à (€) > 0 tel que l’ ones 
lité py (ui, U:) < Ô (e) implique pp (21, 22) K 8, Où 4 = R (uw), 
Za = R (u.); u, us 6 U;, z, 2€F. 

Le problème qui consiste à trouver la solution z de l’espace F 
à partir des « données initiales » w de l’espace U est dit bien posé 
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(ou correctement posé) sur le couple d'espaces métriques (F, U) si les 
exigences (conditions) suivantes sont respectées : 

1) pour tout élément u € U il existe une solution z appartenant à 
l’espace F ; 

2) la solution est définie de façon unique; 

3) le problème est stable sur les espaces (F, U). 

Assez longtemps, les auteurs d'ouvrages mathématiques soute- 
naient le point de vue selon lequel tout problème mathématique 
devait satisfaire aux exigences énumérées (93]. 

Les problèmes qui ne satisfont pas à ces exigences sont dits 
mal posés ou incorrectement posés. 

Il est à noter que la définition des problèmes mal posés ne se 
rapporte qu'au couple donné d'espaces métriques (F, U), car, trans- 
posé dans d’autres métriques, le même problème peut s’avérer bien 
posé (voir exemples 2 et 3 du $ 3 de l’Introduction). 


Remarque. La métricité des espaces F et U est emrloyée 
ici pour exprimer la proximité des éléments, comme un moyen de 
définition des voisinages dans les espaces F et U. Les résultats 
fondamentaux cités ci-dessous valent aussi pour des espaces F et U 
topologiques (voir [73)). 


Si le choix de la classe U des données initiales est « naturel » 
pour le problème considéré, alors les conditions 1) et 2) caractéri- 
sent sa détermination mathématique. La condition 3) est liée à 
la détermination physique du problème, ainsi qu'à la possibilité 
d'emploi des méthodes numériques de sa résolution à partir des 
données initiales approchées. 

En effet, quelle interprétation physique peut-on donner à la 
solution du problème si des perturbations aussi insignifiantes que 
l'on veut des données initiales peuvent amener de grandes variations 
de la solution? 

3. On considérait souvent la position correcte de problèmes com- 
me condition indispensable à laquelle devait être soumis tout pro- 
blème mathématique correspondant à un problème concret de la 
physique ou de la technique. On se doutait même si les problèmes 
mal posés valaient la peine d’être étudiés. Cependant, un tel point 
de vue, naturel quand il s’agit de certains phénomènes évoluant dans 
le temps, ne peut être étendu à tous les problèmes. On verra au $ 3 
quelques exemples de problèmes mal posés, relevant tant de l’appa- 
reil principal des mathématiques que d’une vaste classe d’applica- 
tions. 

&. Le problème de recherche d’une solution approchée d’un 
problème mal posé dans la classe naturelle F d'éléments est en 
général non univoque. 

Supposons par exemple que le problème de recherche de la solu- 
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tion de l’équation 
Az=u (0 ; 2,1) 


soit mal posé dans la classe d'éléments F *). 

Supposons ensuite que le second membre de (0; 2,1) soit connu à 
Ô près, c’est-à-dire qu’on connaisse, au lieu de sa valeur exacte 
Ue,, un élément u tel qu’on a pu (uex, U) & 6. 

Il est logique de chercher la solution approchée de l’équation 
(0; 2,1) dans la classe Q4 d'éléments z pour lesquels 


Pu (4z, u) < ô. 


Or, dans bien des cas, cette classe est trop vaste. Comme il a 
été montré à l'exemple 1 du $ 1, parmi ces éléments (fonctions z (s)), 
il peut y avoir quelques-uns qui peuvent différer beaucoup les uns 
des autres (dans la métrique de l’espace F). Aussi tous les éléments 
de la classe Q4 ne peuvent-ils pas être adoptés comme solution ap- 
prochée de (0; 2,1). 

On a besoin d'un principe de sélection des solutions possibles. 
Ce principe nécessite l’exploitation d'une information supplémen- 
taire, en général disponible, sur la solution. L'information de cette 
nature peut être quantitative ou qualitative. Le recours à une in- 
formation supplémentaire de caractère quantitatif nous mène à la 
notion de quasi-solution (71, 72], qui sera étudiée plus en détail au 
ch. I. 

L'exploitation d’une énformation supplémentaire de caractère 
qualitatif (par exemple, la régularité de la solution) suggère une 
autre manière de construction de solutions approchées de l'équation 
(0; 2,1). La méthode correspondante, exposée dans les ouvrages 
[156 à 161], sera décrite au ch. II. 


$ 3. Exemples de problèmes mal posés 


1. Exemple 1. Problème de résolution de l’équation inté- 
grale de première espèce 


b 
| K' (x, s)z(s)ds=u(x). 


Cet exemple a été l’objet d’une étude détaillée au $ 1 ; il a été montré 
que sa solution était instable vis-à-vis de faibles variations du 
second membre uw (x). 


*) I] en sera ainsi, par exemple, quand À est un opérateur absolument 
continu. Son inverse À -1 sera, en yénéral, non continu sur U, et la solution 
de (0: 2,1) ne sera pas stable vis-à-vis de faibles variations du second membre u 
(dans la métrique de l’espace UV). 
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Exemple 2. Problème de dérivation d’une fonction u (t) 
connue approximativement. 

Soit z1 (£) la dérivée de la fonction u, (t). La fonction u, (t) = 
— U (ft) + N sin wt considérée dans la métrique de C diffère de 
u, (t) de la quantité pc (uy, u.) = \N | pour toute valeur de ©. 
Or, la dérivée z, ({) = u, (t) diffère de 3, (t), dans la métrique de C, 
de la quantité | Vo | qui peut être arbitrairement grande, pourvu que 
| w | prenne des valeurs suffisamment élevées. 

Remarquons que le problème de recherche de la dérivée d'ordre 
n de la fonction w ({) se ramène à la résolution d’une équation inté- 
grale de première espèce: 


ee 


(— +)" (Tr) dr = u (t). 


1 
(n—1) ! 


* 


On voit donc que ce problème n’est pas stable, ce qui entraîne 
des complications considérables surgissant lors du calcul approché 
des dérivées. 


Remarque 1.11se peut que dans des métriques autres que cel- 
le de C dont on munit les ensembles F'et U(ou l’un d’eux), le problème 
de dérivation de la fonction uw (t) connue approximativement s'avère 
être bien posé sur le couple d'espaces métriques (F, U). 

Par exemple, si ÜU est un ensemble de fonctions continûment 
dérivables sur l'intervalle {a, b], la distance entre les fonctions 
u, (t) et ua (f) de U étant calculée par la formule 


Pu (ss ue) = sup {lus (9—u (6) | + (6) — ui (6) 


et celle entre les fonctions z, (4) et z, (t) de F étant évaluée dans la 
métrique de C, il est évident que le problème de dérivation sera bien 
posé sur un tel couple d'espaces métriques (PF, 

Or, dans des problèmes pratiques, il arrive souvent que les exi- 
gences auxquelles doivent répondre les fonctions uw (f) ne peuvent 
être vérifiées. Aussi la métrique indiquée ci-dessus de l'évaluation 
de l'écart des fonctions u (t) € U n'est-elle pas naturelle pour le 
problème de dérivation. 


Exemple 3. Calcul numérique des sommes des séries de 
Fourier à coefficients connus approximativement dans la métrique 
de !.. 


Soit f, (t) = à 4 cos nt. Prenant au lieu de a, les coefficients 
Cn = An + e/n Dour n > 1 et co = &o, on obtient la série f, (t) = 


= ÿ Ch cos nt. Les coefficients de ces séries diffèrent (dans la 


n=0 
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métrique de /,) de la quantité 


Lu ann EE 


qu'il est possible de faire aussi petite que l’on veut par un choix 
approprié de la quantité e. D’autre part, la différence 


| 
f2(@—f@=e D Lcosnt 
n= 1 
peut être aussi grande que l’on veut (quand t — 0, la dernière série 
diverge). 
Ainsi donc, si l'écart de la somme de 1la série est pris dans la 
métrique de C, la sommation de la série de Fourier n’est pas stable. 


Remarque 2. Si l'évaluation des écarts des fonctions f (t) 
de F se fait dans la métrique de L:, le problème de sommation des 
séries de Fourier à coefficients définis approximativement (dans la 


métrique de /.) sera bien posé sur un tel couple d'espaces métriques 
(F, 


En effet, on a en vertu du théorème de Parseval 


iu fi (9) — f: (OP dt } “245 + (cn — an)? } EE 


Exemple 4. Problème de Cauchy pour l'équation de Laplace 
dans le cas bidimensionnel (l'exemple cité par Hadamard ([202)). 
Le problème consiste à trouver la solution de l'équation Au (x, y) = 0 


à partir des données initiales, c’est-à-dire la solution vérifiant les 
conditions 


u(e O=f(a, À ,=pG) —0 << 0e, 


f(x) et (x) étant des fonctions connues. 
Si l'on pose j, (x) = 0, p, (x) = _ sin ax, le problème de Cauchy 
a pour solution la fonction u, (x, y) = L sin ax sh ay, a > 0. 


Si l'on prend f: (x) = p2 (x) = 0, le problème de Cauchy a pour 
solution la fonction u, (x, y) = 0. 


Evaluant les écarts des données initiales et des solutions dans la 
métrique de C,ona 


Pc(fis Je) ip | fa (x) — fe (x) | = 0, 


1 
Pc(q, q2)= Sup| qi (x) —@s ()|= =. 


2—1040 
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La dernière quantité peut être rendue aussi petite que l’on peut 
lorsque a est assez grand. 
Or, l'écart des solutions 


Pc (us, Us) = SUP | us (x, y) — Us (z, y)|= 
æ 
= Sup sin az sh ay =<-shay 
< 


pour tout y >> 0 fixé peut être arbitrairement grand quand a prend 
des valeurs suffisamment élevées. 

Ce problème n’est pas stable et, donc, doit être considéré comme 
mal posé. 

Cependant on rencontra souvent le problème de Cauchy pour 
l'équation de Laplace dans les applications [68 à 70, 75, 84, 94, 96, 
209, 211, 212]. Citons, à titre d'exemple, le problème du prolonge- 
ment du potentiel de la force de pesanteur observée près de la sur- 
face du sol (y = 0) dans le sens des masses gravitantes *). 


Exemple 5. Recherche du prolongement analytique d’une 
fonction, connue sur une partie d’un domaine, dans le domaine 
tout entier. 

Soit D un domaine fini, E l'arc de courbe appartenant au domaine 
D. Dans ce cas le problème du prolongement analytique d’une fonc- 
tion définie sur l’arc de courbe ÆE dans le domaine D tout entier 
est instable. 

En effet, soient z, un point à la frontière du domaine D, dont la 
distance à Æ est d > 0, et f, (z) une fonction analytique dans D. 
La fonction f: (z) = f1 (2) + = , Où € est un nombre positif 
connu, est analytique dans D, elle aussi. Ces fonctions different 
sur l’ensemble E de la quantité e/(z — z,) dont le module ne dépasse 
pas e/d, c’est-à-dire que | f2 (z) — f, (z) |  e/d sur l’ensemble E. 
On peut faire e/d aussi petit que l’on veut par un choix convenable 
de la valeur de &. 

Or, dans le domaine D, la différence des fonctions f. (z) — f, (z) — 
— ru — Z) n’est pas bornée en module (voir aussi [78, 192, 194, 
196). 


Exemple 6. Problème inverse de gravimétrie. Soit un corps 
de densité différente de celle du milieu. On demande de savoir la 
forme du corps en considérant l’anomalie de gravité créée par lui à 
la surface du sol (voir [36 à 38, 40, 41, 148, 1651). 

Supposons que le milieu sous la surface du sol (z — 0) soit consti- 
tué par des masses de densités connues p, et p. séparées par la fron- 
tière z (x) (fig. 1). 


*) Le potentiel du champ de gravitation de la Terre vérifie l'équation de 
Laplace Au = 0. 
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® 


Soit z(r) = —H partout sauf sur l'intervalle a & x < b, où 
Z (x) = —H + 2 (2). 
Üne pareille configuration des masses crée à la surface du sol 


une anomalie de gravité Ag — + o? où V est le potentiel des 
“ 2= 


Fig. 1 


masses de densité p — ps —p, remplissant le domaine S (voir 
fig. 1). 


Puisque 
1 : PS 7e 0 
lan (+) déan, où r=VG-E5 +6), 
on a 
b —-H+:2(?) 9 ; 
Ag= + | | In dE dn |:=0 = 


b 
_P | : (z— À) + H° 
in JG Ur À 
L'anomalie de gravité à la surface du sol se prête à la mesure. 

Ainsi donc, le problème de définition de la fonction z (x) se ramè- 
ne à la résolution d’une équation intégrale non linéaire de première 
espèce 


(e—#)° + H° 


RD 6 4 (6), 


b 
Az = | In 


où u (x) = = Ag. Ici À est un opérateur intégral non linéaire. On 


montre facilement que la solution de cette équation est instable 
vis-à-vis de faibles variations du second membre uw (x). 


2e 


20 INTRODUCTION 


Les questions d'’unicité de la solution du problème inverse de 
gravimétrie sont abondamment traitées dans de nombreux ouvrages 
(42, 95, 125, 126, 131 à 140]. 

‘Signalons encore quelques classes de problèmes mathématiques 
dans lesquelles on trouve des problèmes mal posés: résolution de 
systèmes d'équations algébriques linéaires lorsque le déterminant du 
système est nul (ch. III); certains problèmes de programmation 
linéaire (ch. VIII); problèmes de minimisation de fonctionnelles 
considérés dans les conditions où la convergence des valeurs de la 
fonctionnelle à minimiser vers sa valeur minimale n'implique pas 
la convergence de la suite minimisante (ch. VIÏ) ; certains problèmes 
de commande optimale (ch. VII) et certains autres [104]. 

2. Une classe importante de problèmes mal posés, qui jouent 
un grand rôle dans les applications, est constituée par les problèmes 
d'établissement des projets de systèmes optimaux et de construc- 
tions optimales. Nous allons en considérer un ci-dessous. 

Proposons-nous de résoudre un problème de synthèse d’un systc- 
me physique. Ce peut être par exemple le problème de synthèse d’un 
système optique à « facteurs de transmission » (de réflexion) connus; 
de tels systèmes peuvent être réalisés, en particulier, en superposant 
des couches (pellicules) multiples à la surface d’un « support » 
approprié. 

Considérons une lame plane non homogène infinie d'épaisseur 
H, d'indice de réfraction n. Supposons que sur la surface de cette 
lame tombe normalement une onde lumineuse plane monochroma- 
tique de longueur À = 2nc/w. Prenons l'axe de coordonnée de la 
variable z perpendiculaire à la surface de la lame, de telle sorte 
qu'on ait 0 z << H à l’intérieur de la lame. 

Supposons que: 

a) les demi-espaces {z << 0} et {: > H} de part et d’autre de la 
lame sont homogènes et ont des indices de réfraction identiques 
égaux à ro et à Ru; 

b) l'absorption est nulle dans la lame et dans ces demi-espaces. 

Admettons que le champ électrique de l'onde incidente dans le 
demi-espace {z < 0} soit de la forme Ein = 80 (2) eivt, où 8, (:) = 

, O 
— Ee ©" est l'amplitude de l'onde. Dans les conditions indi- 
quées l’amplitude du champ électrique 6 (z) vérifie l'équation 


(cf. [35]) 
gi _ 2e — 0. 
Dans le demi-espace {z << 0} le champ électrique résultera de 
ceux des ondes incidente et réfléchie. L'amplitude &, (z) du champ 


résultant dans ce domaine sera égale à $0 (2) = 80 (2) + ce. 
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L'amplitude du champ électrique de l’onde ayant traversé la lame 
sera égale à 6x (z) = c:60 (2). 

L'amplitude € (z) du champ à l’intérieur de la lame est la 
solution du problème aux limites (cf. [35]) 


+ n()E=0, 0<z<A, (0; 3,1) 
8’ (0)—i © n018 (0) —2E0] = 0, (0 ; 3,2) 
€" (H)+in06 (H)=0. (0; 3,3) 


Si n (z) est une fonction continue par morceaux sur l'intervalle 
(0, H), en ses points de discontinuité z, doivent se vérifier les con- 
ditions de conjugaison de la forme 


8 (4 —0)=&(z: +0), &°(z: — 0) = 6” (4: + 0). 


La perméabilité d’un tel système (lame) a pour mesure le « fac- 
teur de transmission » 


no 60 (0) 


I1 est évident que pour un système donné (lame) ce facteur est 
fonction de la longueur À de l'onde incidente, T = T (À) *). 

Le problème direct consiste dans la recherche du facteur de 
transmission T (À) d’après les valeurs données de &,, n (2), H; il 
se réduit à la résolution du problème aux limites (0; 3,1) à (0; 3,3) 
par rapport à 6 (2). 

On rencontre souvent le problème inverse, qui consiste à recons- 
truire le système (n (z), H) à partir de la fonction T (À) donnée, 
c'est-à-dire à rechercher l'indice de réfraction n (z) de la lame et 
son épaisseur H. C'est le problème de synthèse. 

Un tel problème n’est pas bien posé, car il est possible qu'à un 
facteur de transmission défini a priori ne corresponde aucun système 
(nr (z), À) réel (aucune lame d'épaisseur H et d’indice de réfraction 
n (z)). D'autre part, il est aussi possible qu’à un facteur de trans- 
mission donné 7 (À) en correspondent plusieurs. 

De plus, tout système n'est pas pratiquement réalisable. 

Il y a intérêt à considérer le problème de synthèse dans le cas 
de systèmes lamellaires, dans lesquels la fonction nr (z) cherchée 
est constante par morceaux. L'indice de réfraction » (z) a alors une 
valeur constante n; dans la j-ième couche (j = 1, 2, ..., N); les 
épaisseurs d;, des couches sont arbitraires; le nombre de couches N 
n’est pas imposé. Parmi ces problèmes, on trouve le problème très 


9 


(0; 3,4) 


*) Dans certains cas, on considère au lieu de 7 (À) le « facteur de réflexion » 
R(1)=1—T(). 
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important de synthèse des revêtements multicouches. Etudions 
plus en détail la position mathématique de ce problème, qui est 
l’analogue discret du problème de synthèse des systèmes optiques 
considéré ci-dessus. 

Nous ferons correspondre au système composé de V couches un 
vecteur de dimension 2N x = {d,, ds, ..., du; lys es . . ., ny} 
qui a pour coordonnées les épaisseurs d; et les indices de réfraction 
n; des couches. La solution du problème (0; 3,1) à (0; 3,3) met en 
correspondance de façon unique, par la formule (0; 3,4), à tout 
vecteur x de dimension 2 un certain facteur de transmission T (À). 
On définit donc, sur un ensemble de vecteurs z de dimension 2, 
un opérateur non linéaire 


Am h=TO, MSA Le. (0; 3,5) 


Soient R°N un espace vectoriel euclidien de dimension 2N, D, 
un domaine fermé dans cet espace défini par les conditions 


Des ={reR*": dj>0, rmin LA Lfimaxs 1,2, ..., N}. 


L'écart des fonctions T (4) sera évalué dans la métrique de L, (4, À.)*). 
Soit T (À) une fonction dans L: (A4, À) définie sur l'intervalle 


"vale 


On posera 
ê,= inf | A(&, )— Gr. 
<EDoN 
Il est évident que 8, > 6 >...>ôm>...2>0. La quantité 
6, = lim Ôôh sera dite précision limite réalisable. 


M — 00 
Le problème de synthèse consiste à construire un système à W 


couches ayant le facteur de transmission T (À) désiré. Le système 
cherché doit avoir le nombre de couches W, minimal et l'épaisseur 
N 


totale d — 2 d; minimale. Ces exigences supplémentaires sont 


J=! 
imposées par la nécessité d'assurer la stabilité du système vis-à-vis 
des sollicitations extérieures (les systèmes à couches très nombreuses 
se détériorent facilement), par les performances des appareils d’ap- 
plication des revêtements extra-minces, etc. 
Exprimé en termes mathématiques, ce problème revient à cher- 
cher une solution approchée de l'équation 


A(r, à)=T (à) (0 ; 3,6) 
N 

minimisant N et d = ÿ, diet telle que || À (x, À) — Ÿ (à) Il < 6, 
= 1 

où Ô est une quantité connue (ô > 6,). Ce problème se résout de la 


*) Au lieu de la métrique de L., on peut aussi prendre la métrique de C. 
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façon suivante. Augmentant successivement le nombre de couches W, 
on aboutit à la valeur minimale de N = N, pour laquelle il eu 


dans D:X, un vecteur z,, tel que || À (ns À) — TD) Ile 
Après avoir trouvé le nombre No, on cherche dans la De des 
vecteurs x de D,x, vérifiant la condition || À Se À) — TO) Ile & 6 


un vecteur x susceptible de minimiser d = : d;. Ce problème a 


bien une solution, car D., est un ensemble Convese fermé d'un 


espace euclidien de dimension finie. On donne dans [35] quelques 
exemples de résolution numérique de pareils problèmes. 

3. Le problème de synthèse des systèmes optiques que l’on vient 
de considérer est un problème de recherche du coefficient nr (z) de 
l'équation (0; 3,1) d’après la fonctionnelle connue T (À) de la solu- 
tion de cette équation. C'est là un des problèmes inverses de la 
physique mathématique. 

Dans bien des cas encore, nombre de problèmes physiques se 
réduisent à la recherche des coefficients des équations différentielles 
{ordinaires ou aux dérivées partielles) à partir de certaines fonction- 
nelles connues de leurs solutions. Citons par exemple le problème 
cinématique inverse de la sismologie. Son aspect physique consiste 
en ce qui suit. Dans un domaine donné D limité par la surface S, 
on considère un processus ondulatoire (c'est-à-dire défini par une 
équation d'onde) engendré par des sources agissant en certains points 
de la surface S. Dans d’autres points de la frontière S, on enregistre 
le temps que mettent les ondes pour traverser le domaine en question. 
Connaissant ces données, on demande de calculer la vitesse a = a (M) 
de propagation des ondes à l’intérieur du domaine comme fonction 
du point M. On connaît bien d'autres problèmes physiques con- 
duisant à des problèmes inverses de ce type. Les problèmes de cette 
classe sont étudiés dans les travaux [20, 401 à 103, 111, 141 à 143]. 

4. Entre autres problèmes importants, citons le problème de 
création de systèmes automatiques de traitement mathématique 
des données obtenues à la suite d’une expérience physique. Sur une 
des étapes du traitement on a à résoudre des problèmes inverses du 
type Az = u par rapport à z. 

Les installations d’expérimentation modernes destinées à l'étude 
de divers phénomènes et objets physiques représentent bien souvent 
des dispositifs très complexes et onéreux : tels sont les accélérateurs 
de particules élémentaires, les installations servant à l'obtention 
et à l'étude du plasma à haute température, les appareils permettant 
d'étudier les propriétés des corps à une température extrabasse, et 
ainsi de suite. 

Pour recueillir une information fiable sur le phénomène étudié, 
pour en savoir plus long sur les effets « rares » et « faibles », on est 
souvent amené à répéter une expérience un grand nombre de fois. 
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Grâce à des méthodes automatiques d'exécution de l'expérience et 
d'enregistrement des résultats, on réussit à accumuler en un temps 
assez court un volume considérable d’information nécessaire : dizai- 
nes ou centaines de milliers de clichés, d’oscillogrammes, d’indica- 
tions de détecteurs, etc. Afin de dégager de cette information les 
caractéristiques cherchées du phénomène ou de l’objet qu’on étudie, 
on entreprend un traitement (ou dépouillement) des données obte- 
nues. Dans bien des cas, ce traitement doit être effectué presque 
simultanément avec l'expérience ou, à la rigueur, avec un décalage 
très faible dans le temps. Dépouiller en un temps acceptable un 
volume énorme d’information n'est possible qu'avec l’utilisation 
d’une calculatrice électronique. 

Dans le traitement des données expérimentales obtenues avec 
des techniques variées, on distingue les étapes suivantes [66]. 

Première étape. Prélèvement de l'information sur un 
enregistreur ou un support fixe (film), sa mise en code numérique 
et son introduction dans la mémoire de l'ordinateur. 

Deuxième étape. Dépouillement statistique des données 
avec évaluation du degré de certitude; prise en considération des 
mesures de normalisation (de fond, d'étalonnage, de dosimétrie, etc.). 

Troisième étape. Interprétation des résultats obtenus 
à la deuxième étape de traitement. Elle consiste généralement dans 
l'estimation des caractéristiques cherchées du modèle du phénomène 
ou de l’objet étudié. 

Puisque, dans une expérience physique, nous ne voyons pas 
directement les caractéristiques z du phénomène mais, dans la plu- 
part des cas, leurs manifestations particulières u — Az, le problème 
d'interprétation se réduit habituellement à la résolution de l’équa- 
tion Az = u. Ce problème s'avère souvent mal posé. 

L'ensemble des programmes assurant toutes les trois étapes de 
traitement porte le nom de système complet de traitement mathéma- 
tique des données expérimentales, ou plus brièvement: système de 
traitement. Le traitement peut être effectué tant « en dialogue » que 
de façon absolument automatique, sans que l’homme ait à inter- 
venir à aucun stade intermédiaire. La procédure du traitement auto- 
matique des données, telle qu’on vient de la décrire, nécessite l’em- 
ploi d’algorithmes de résolution des équations Az = u (y compris 
pour les problèmes mal posés) facilement réalisables sur l’ordinateur. 

On trouve dans [33, 176] la description d’un système automatique 
de traitement mathématique des données physiques d’une expé- 
rience ayant pour objet l’étude de l'interaction des quanta y avec 
les neutrons et les protons. 

5. Une autre classe importante de problèmes mal posés que l’on 
rencontre en physique, en technique et dans d’autres domaines, 
est celle des problèmes dits inverses. 

Supposons que l’objet (le phénomène) étudié se caractérise par 
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un élément (fonction, vecteur) z., appartenant à un ensemble F. 
Bien souvent, l’élément z., étant lui-même inacceptable à une étude 
directe, on en étudie une manifestation particulière Az, = Uex 
(uex € AF, où AF est l’image de l’ensemble F par l'opérateur À). 
Il est évident que l'équation 

Az =u (0; 3,7) 
n'admet de solution sur F que pour les éléments uv appartenant à 
l’ensemble AF. L'élément u.,, obtenu le plus souvent comme résul- 


tat de mesures, n’est connu que d’une façon approximative. Soit u 
cette valeur approximative. On ne peut chercher alors qu’une solu- 
tion approchée (voisine de z..) de l’équation 


os’ 


Az =u. (0 ; 3,8) 


En général, u n'appartient pas, dans ce cas, à l’ensemble AF. 
Souvent, la nature de l'opérateur À est telle que son inverse À ”! 
n’est pas continu (par exemple, lorsque À est un opérateur complè- 
tement continu, comme l'opérateur intégral de l'exemple 1). Dans 
ces conditions, on ne peut prendre en qualité de solution approchée 
la solution exacte de (0; 3,7) à second membre approché, c’est-à-dire 
qu’on ne peut adopter comme solution approchée un élément z — 
— Alu, car: 

a) cette solution risque de ne pas exister sur l’ensemble F, puis- 
que u peut ne pas appartenir à ÀF (la condition 1) pour les problèmes 
bien posés n'est pas respectée); 

b) si elle existe, cette solution ne sera pas stable, puisque l'’opé- 
rateur inverse À”! n’est pas continu; or, la condition de stabilité 
de la solution du problème (0; 3,7) découle généralement de sa dé- 
termination physique, et, pour cette raison, la solution approchée 
doit avoir cette propriété. On voit que n’est pas respectée la condition 
3) pour les problèmes bien posés. Donc, le problème (0; 3,7) est mal 
posé. 

L’instabilité d'une solution rend souvent difficile l’interprétation 
physique des données expérimentales. D'autre part, la condition de 
stabilité doit être respectée pour qu’on puisse utiliser les méthodes 
de calcul numériques avec les données initiales approchées. Il se 
pose donc, pour les problèmes inverses, une question d'importance 
capitale : que doit-on entendre par « solution approchée » des problèmes 
de ce genre? Une fois la réponse trouvée, on se met à la recherche 
d’algorithmes de construction des solutions approchées de ces pro- 
blèmes, algorithmes qui doivent être stables vis-à-vis de faibles 
variations des données initiales. 

6. Dans ce qui suit, notre attention sera essentiellement attachée 
aux méthodes de résolution de problèmes mal posés du type (0 ; 3,7). 
Parmi les équations de ce type, citons les systèmes d’équations 
algébriques linéaires ainsi que les équations intégrales de Fredholm 
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de première espèce. Dans le premier cas, l'opérateur À est une matrice 
ayant comme éléments les coefficients du système; dans le second, 
l'opérateur À est un opérateur intégral 


b 
4= | K(x, s)z(s)ds. 


7. Supposons que dans l'équation (0; 3,7) les éléments z et u 
soient des fonctions (scalaires ou vectorielles) d'un point M et du 
temps t, et que l'opérateur À, défini par la nature du convertisseur 
de z en u, soit linéaire. Connaissant la réaction (réponse) du con- 
vertisseur à la fonction Ô de Dirac devenant infinie pour M = P 
et t = 7, c’est-à-dire la fonction A6 (M; P;t, 1) =K(M,P;t,r), 
on a pour une fonction arbitraire z (M, t) de F 


Az = (4, P:t,1)2(P, +) dp dr, 


où l'intégrale est prise sur tout le domaine de définition de la fonc- 
tion z (P, t). La fonction K (M, P; t, rx) se nomme fonction de 
transmission ou réponse percussionnelle du convertisseur (du système) 
ou bien encore fonction de réponse. Dans ce cas l'équation (0; 3,7) 
se réduit à une équation intégrale de première espèce. 

Considérons par exemple le problème d'analyse de la composition 
spectrale d’un rayonnement lumineux (problème de spectroscopie). 
Supposons que le rayonnement observé soit non homogène et que 
la distribution de la densité d’énergie le long du spectre se caracté- 
rise par la fonction z (s), où s est la fréquence (ou l'énergie). En 
faisant passer ce rayonnement à travers un instrument de mesure 
on obtient un spectre expérimental uw (x). Dans cette expression x 
peut être aussi bien la fréquence que la tension ou l'intensité de 
courant de l'instrument de mesure. Si l'échelle de l’appareil de 
mesure est linéaire, la relation fonctionnelle entre z(s) et u (x) 
se définit par la formule 


b 
Az = | K (x, s)z(s)ds=u(x), 


où X (zx, s) est la fonction de réponse, qui est censée être connue. 
Elle représente le spectre expérimental (comme fonction de x) si 
l'instrument est attaqué par un rayonnement monochromatique de 
fréquence s et d'intensité unitaire (c’est justement la fonction delta, 
8 (s — zx)). Ici a et b sont les extrémités du spectre. 

8. Si z est uniquement fonction fdu temps et le convertisseur 
{l’appareillage) fournit une réponse homogène dans le temps, la 
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fonction X (M, P;t, t) ne dépendra que de la différence { — —, en 
sorte que 


K(M,P;t,1t)=K(t — 7). 


L'opérateur Az s'écrit alors 
Az = | K(t—7+)z(x) dr, 


et l'équation (0; 3,7) devient 


| K (t—Tt)z(t) dr = u (t). (0 ; 3,9) 
— © 
C’est une équation intégrale de première espèce du type de convolu- 
tion. On rencontre l'équation (0; 3,9), par exemple, en résolvant 
les problèmes suivants: 

a) problème de reconstitution de la forme d’une impulsion radio 
z () émise par une source et enregistrée sous la forme w (t) à une 
crande distance de la source, connaissant la fonction impulsionnelle 
Æ (t) du canal de transmission. L'équation pour z (£) s'écrit 


Az = | K(t—7)z(t)dt=u(t); 
0 


b) problème de reconstitution de la forme z ({) d'une impulsion 
électrique attaquant l’entrée d’un câble d’après l'impulsion w (ft) 
enregistrée à la sortie du câble 


t 
| K(t—Tt)z(T) dr =u(t), 
0 


où X (t) est la fonction impulsionnelle du câble (voir ch. II); 
c) calcul des dérivées d’une fonction connue approximativement. 
Pour la dérivée z (x) d'ordre n de la fonction uw (x), on a l’équation 


ï< 
e | 1 . 
ee 0" 30) du (ai: 
20 
d) problèmes de régulation automatique, par exemple: définition 
des fonctions de transmission k (t) des convertisseurs linéaires d’après 
les signaux d'entrée zx (£) et de sortie y (t) 


Ak = z(t—7T) k(r) dr =y(t); 


les problèmes de cette nature sont fort nombreux (voir [148, 164]). 


CHAPITRE PREMIER 


MÉTHODE D'ESSAI. QUASI-SOLUTIONS 


La recherche des solutions approchées de problèmes mal posés 
stables vis-à-vis de faibles variations des données initiales devient 
possible grâce à l'exploitation d'une information supplémentaire 
relative à la solution. Il y a plusieurs types d’information supplé- 
mentaire. Dans une première catégorie des cas, l’information supplé- 
mentaire de caractère quantitatif permet de restreindre la classe 
des solutions possibles à un ensemble compact, par exemple, le 
problème devenant alors stable vis-à-vis de faibles variations des don- 
nées initiales. Dans une deuxième catégorie des cas, les solutions appro- 
chées stables vis-à-vis de faibles variations des données initiales sont 
recherchées en utilisant uniquement une information qualitative sur 
la solution (ce peut être par exemple l'information sur le caractère 
de régularité de la solution) (voir [156 à 161, 1761). 

Nous étudions dans ce chapitre la méthode d'essai (dont le 
domaine d’application est très étendu), la méthode de quasi-solution, 
ainsi que la méthode de substitution à l'équation initiale d’une 
équation voisine de celle-ci et la méthode de quasi-réversibilité. 
Le problème mal posé que nous allons considérer consistera à résoudre 
l'équation 

Az =u (1; 0,1) 


par rapportaz,oùu€ U,z€F; Uet F sont des espaces métriques. 
L'opérateur À applique F sur U. On admet que l'opérateur inverse 
A”lexiste mais qu’il n’est pas en général continu. L’équation (1 ; 0,1) 
contenant l'opérateur À ayant les propriétés indiquées sera appelée 
équation opératorielle de première espèce, ou plus brièvement, équation 
de première espèce. 


$ 1. Méthode d'essai de la solution 
de problèmes mal posés 


1. Parmi les méthodes de résolution approchée de l'équation 
(1 ; 0,1) employées dans la pratique des calculs. on distingue la mé- 
thode d'essai. Elle consiste à calculer, pour les éléments z d’une 
sous-classe des solutions possibles M (M € F) donnée à l’avance, 
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l'opérateur Az; il s’agit, au fond, de résoudre le problème direct. 
En qualité de solution approchée, on choisit l'élément z, de l’ensem- 
ble M sur lequel le résidu“) py (A2, u) atteint le minimum, c’est-à-di- 
re que 
Pu (4%, u) = inf pu (Az, u). 
zEM 


Supposons qu’on connaisse le second membre exact de l'équation 
(1; 0,1), u = u,,, et qu'il s’agisse d’en trouver la solution z.,. En 
général, on choisit en qualité de un ensemble d'éléments z qui 
soient fonctions d'un nombre fini de paramètres, ceux-ci ne variant 
que dans des limites finies, de telle façon que M soit un ensemble 
fermé dans un espace de dimension finie. Si la solution exacte cherchée 
er de (1 ; 0,1) appartient à l’ensemble M, alors nf puy (42, u) = 0, 
et c’est sur la solution exacte z.. que cette borne inférieure est 
atteinte. Si l'équation (1; 0,1) n’admet qu'une solution unique, 

‘élément z, minimisant py (Az, u) se définit aussi de façon unique. 

Pratiquement, la minimisation du résidu py (Az, u) s'effectue 
d'une façon approximative; donc, la première question qu’on se 
pose pour justifier la méthode d'essai est la suivante. 

Soit {z,} une suite d'éléments pour laquelle py (Az,, u) +0 
quand r +00. Peut-on affirmer qu’on a aussi pr (Zn, Zex) 0, 
c'est-à-dire que {z,} converge vers 2,,? 

2. Cherchant à démontrer le bien-fondé de la méthode d'essai, 
on a été conduit à établir certaines exigences de caractère fonctionnel 
général qui délimitent la classe des solutions possibles M pour les- 
quelles la méthode d'essai est stable et z, —2,, [155]. Ces exigen- 
ces impliquent la compacité de l’ensemble A et se basent sur le 
lemme topologique suivant. 


Lemme. Soit l'application d'un compact (en soi) F d'un espace 
métrique F, sur un ensemble U d'un autre espace métrique U,. Si 
l'application F — U est continue et biunivoque, l'application inverse 
U —+F est aussi continue. 

Démonstration. Soient z éléments de F (2€ F) et u 
éléments de U (u € U). Supposons que la fonction u = (2) réalise 
l’application directe F — U, et la fonction z = + (u), l'application 
inverse U —+F. 

Considérons un élément quelconque uw, de U. Montrons que la 
fonction  (u) est continue sur u,. Supposons le contraire ; il existe 
alors un nombre e, >> 0 tel que pour tout Ô >> 0 on trouve dans Uun 


élément vérifiant pu (u, uo) << 6, tandis que pr (2, 0) > es. Ici 


— Ÿ (u), Zo — Ÿ (Uo). 


*) On entendra par « résidu » la valeur de l'écart de py; (Az, u) par rap- 
port à zéro. 
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Considérons une suite de valeurs de 6 {6,} qui converge vers zéro: 

6, —0 pour n —+ co. On trouve pour tout 6, un élément u, tel que 
Pu (uns Uo) <Ôh et Pr (Zn 20) 2 E1: où Zn = Ÿ (un). 

Il est évident que la suite {un} converge vers l'élément u,. Puisque 
tous les éléments z, appartiennent à l’ensemble compact F, on peut 
extraire de la suite {z,} une sous-suite qui converge vers un certain 
élément z, de F: h 

{än,} —+ 2: 
Remarquons que 2, 5 Zo, Car Or (Gi Zo) > €. À cette sous-suite 
répond une suite d’ die 

= P(2n,) 
de U qui converge (en Sert de la continuité de l'application œ) 
vers un élément up = (20) et qui représente une sous-suite de la 
suite {un}. Puisque cette dernière converge vers l'élément u, — 
— (20); on a _ 
Up = P (20) = Uo = F (20). : 

L'application F — U étant biunivoque, on doit avoir Z9 = Zo 
ce qui contredit l'inégalité 2 Æ 2o déduite plus haut; le lemme 
est donc démontré. 

Ainsi donc, dans la méthode de choix, la suite minimisante 
{z,} converge vers Zex quand 7 —> oo si: 

a) z.- appartient à la classe des solutions possibles M ; 

b) l’ensemble M est un compact. 

Supposons qu’on a, au lieu du second membre exact u.,, un 
élément u4 tel que puy (us, uex) < 6. Si us appartient à l’ensemble 
AM (qui est l’image de M par l'opérateur À) et que M soit un com- 
pact, il est possible d'obtenir, par la méthode d'essai, une solution 


approchée zŸ de l'équation Az — us. Elle approchera aussi la solu- 

tion z., de l'équation Az = u.,, puisque l'opérateur inverse À ”! 

est continu sur AM. En recherchant l’approximation z de z.., 

on doit tenir compte de l’erreur introduite sur le second membre, car 
Pu (42%, Uex) LPu (An, Us) + Pu (Us, Uex). 

3. Les raisonnements développés ci-dessus ont permis à M. Lav- 
rentiev [99] de formuler la notion de problème bien posé au sens de 
Tikhonov. Relativement à l'équation (1; 0,1), le problème est dit 
bien posé au sens de Tikhonov si l’on sait que pour la valeur exacte 
de u — u,, l'équation (1; 0,1) a une solution z., et une seule, 4z,., — 
= Uez, appartenant au compact M donné. Dans ce cas l’opérateur 
A”lest continu sur l’ensemble N = AM, et si l’on connaît non pas 
l'élément u,, mais un élément u, tel que puy (Uex, ue) K'ôetus E N, 
on peut prendre, en qualité de solution approchée de l'équation 
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(1; 0,1) à second membre u—u,, l'élément z2,— Aus. Lorsque 
Ô æO0O(usE NT), z4 tend vers 2... L'ensemble F, (F, € F), sur 
lequel le problème de recherche de la solution de l’équation (1; 0,1} 
est bien posé, est dit classe de problèmes bien posés. Ainsi, lorsque 
l'opérateur À est continu et réalise une application biunivoque, le 
compact M auquel appartient z., constitue la classe de problèmes 
bien posés pour l'équation (1 ; 0,1). On voit donc que si le problème 
(1 ; 0,1) est bien posé au sens de Tikhonov et que le second membre de 
l'équation u € AM, un tel problème se résout à l’aide de la méthode 
d'essai. C’est une réponse bien exhaustive à la première question. 

Considérons le problème de résolution de l'équation intégrale de 
Fredholm de première espèce 


b 
Az= | K(x, s)z(s)ds=u(x), u(x)E Le (1: 1,1) 


sur l’ensemble M, de fonctions monotonement décroissantes (crois- 
santes) et uniformément bornées |z(s) | B. Ce problème est 
bien posé au sens de Tikhonov, car l’ensemble M, est un compact 
dans l’espace L. [43]. 

En effet, soit une suite quelconque E = {z, (s), z. (s), . .. 
+... Zn (S), .- . .} de M,. Conformément au théorème du choix de 
Helly *), il existe une sous-suite 


E,= {zn(s), Zn: (s), .. «Zn, (s), -..} 


de la suite E et une fonction z (s) de l’ensemble M, z (s) € L., tel- 
les que L 

lim za, (s) =2(s) 

ny, 00 


partout, sauf peut-être sur un ensemble dénombrable de points de 
discontinuité de la fonction z (s). De la convergence ponctuelle de la 
suite Æ, vers la fonction z (s) partout, sauf peut-être sur un ensemble 
dénombrable de points, découle, comme on sait **), la convergence 
de Æ, vers la fonction z (s) dans la métrique de Z.. 

Ainsi donc, on peut prendre en qualité de solution approchée sur 
l’ensemble M, de l'équation (1; 1,1) à second membre u € AM, 
connu approximativement la solution exacte de cette équation à 
second membre u = u. On sait que ce dernier problème équivaut à 


*) Titchmarsh E. C. — Eigenfunction expansions associated with second- 
order differential equations. Oxford, Clarendon press, 1946. 

) Krasnosselski, P. Zabreïko, E. Poustylnik, P. Sobolevski — O ds 
leurs intégrauzx dans les espaces des fonctions sommables (en russe). Ed. « Nao 
Moscou, 1966. 
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la recherche sur M, de la fonction susceptible de minimiser la fonc- 
tionnelle 


N{z, u]=|| Az —u||?.. 


Soit puy (Uex, Uu) L 6. On peut évidemment prendre alors en 
qualité de solution approchée de (1 ; 1,1) la fonction z4 pour laquelle 


Az —& li < 8. (1; 1,2) 


En remplaçant l'opérateur intégral À,z par une somme intégrale 
sur un réseau fixe à z nœuds et en désignant par z; les valeurs prises 
par la fonction cherchée dans les points nodaux du réseau, on voit 
le problème de construction de la solution approchée de l'équation 


» 


(1; 1,1) se réduire à la recherche d’un vecteur de dimension finie 
minimisant la fonctionnelle NW [z, u] et vérifiant l'inégalité (1 ; 1,2). 
C'est un problème de programmation linéaire. 

Dans d’autres cas, on arrive à définir de façon efficace les classes 
compactes de problèmes bien posés, ce qui donne la possibilité de 
construire des solutions approchées stables. 

4. Les valeurs initiales étant entachées d’erreurs, il se peut que 
l'élément u n’appartienne pas à l’ensemble AM. En pareil cas l’équa- 
tion (1; 0,1) n’a pas de solution (au sens classique). Une question se 
pose : que doit-on entendre par solution approchée de l'équation 
(1; 0,1)? 

Dans ces cas on introduit la notion de quasi-solution; sous la 
condition que l’ensemble 7 soit compact, on arrive à approcher la 
quasi-solution par la méthode d'essai. 

Le paragraphe suivant est consacré à une étude détaillée de 
quasi-solutions. 


$ 2. Quasi-solutions 


1. Supposons l'opérateur À dans l'équation (1; 0,1) complète- 
ment continu. Comme il a été indiqué au $ 1, la construction d’une 
solution approchée de l’équation (1; 0,1) stable vis-à-vis de faibles 
variations du second membre uw par la formule 


z= Alu (1 ; 2,1) 


n’est possible que dans les cas où la solution est cherchée sur le 
compact M & F'et le second membre uw de l’équation appartient à 
l’ensemble N = AM. 

Il n’existe, en général, pas de critères efficaces permettant d'éta- 
blir l'appartenance de l’élément uw à l’ensemble W ; on admet ce fait 
a priori. Dans un grand nombre de problèmes pratiques, on ne con- 
naît pas la valeur exacte du second membre u,, mais sa valeur ap- 


prochée u, laquelle peut ne pas appartenir à l’ensemble N = AM. 
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En pareils cas on ne peut pas construire la solution approchée de 
l'équation (1; 0,1) par la formule (1; 2,1), car le symbole Au 
risque de n'avoir aucun sens. 

2. Le désir d’éliminer les inconvénients liés à l’inexistence de la 
solution de l'équation (1; 0,1) à second membre u mal défini a 
conduit V. Ivanov [71, 72] à la notion de quasi-solution de l’équation 
(1; 0,1), qui généralise la notion de solution de cette équation. 

L'élément 2€ M minimisant pour w donné la fonctionnelle 


Puy (47, u) sur l’ensemble M est appelé quasi-solution de l'équation 
(1 ; 0,1) sur M, 


Pu (43, u)=infpu (42, u). 
zCM 


Si M est un compact, il est évident que la quasi-solution existe pour 
tout u € U; si en outre u € AM, la quasi-solution 3 coïncide avec 
la solution ordinaire (exacte) de l’équation (1; 0,1). La quasi-solu- 
tion peut ne pas être unique; on entendra alors par quasi-solution un 
élément quelconque de l’ensemble D des quasi-solutions. 

On peut définir les conditions suffisantes pour que la quasi- 
solution soit unique et dépende de façon continue du second mem- 
bre u. 

Rappelons la définition. Soient un élément y et un ensemble Q 
appartenant à l’espace U. On dit que l'élément q de l’ensemble Q 
est la projection de l'élément y sur Q, g =, Py, si l’on a l'égalité 


Pu (y, 4) =Pu (y; Q), 
où 


Pu (y, Q)=infpu(y, h). 
RhEQ 


Théorème 1. Si l'équation Az = u a sur le compact M une solution 
et une seule et si la projection de chaque élément u € U sur l'ensemble 


N = AM est unique, la quasi-solution de l'équation (2; 0,1) est unique 
et dépend de façon continue du second membre u. 

Démonstration. Soit z la quasi-solution et 7 — A?’ Evi- 
demment, u est la projection de l'élément u sur l’ensemble N — AM. 
Conformément au théorème énoncé, elle est définie de façon unique. 
On en déduit, en vertu du caractère biunivoque de l'application de 
M sur W, l'unicité de la quasi-solution z. 

Il est évident que z = A-lu — A-!Pu. En vertu du lemme de 
continuité de l'application inverse d'un compact ($ 1), l'opérateur 
A”! est continu sur l’ensemble NW. L'opérateur projectif P est con- 
tinu sur U *). Aussi ÀA-'P est-il un opérateur continu sur U; donc, 


*) L. Liousternik, V. Sobolev — Eléments d'analyse fonctionnelle (en russe), 
Gostekhizdat, Moscou, 1951. 
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la quasi-solution z dépend de façon continue du second membre u. 

Ainsi donc, grâce à l'introduction de la quasi-solution, on retrouve 
toutes les conditions qu'il faut observer pour que le problème de 
recherche de la quasi-solution de l'équation (1 ; 0,1) sur le compact M 
soit bien posé. 

Si la condition d’unicité de la solution de l'équation (1; 0,1) 
n'est pas respectée, les quasi-solutions forment un certain ensemble D 
d'éléments du compact À7. Dans ce cas, sans les restrictions imposées 
par le théorème 1 sur l’ensemble W, l’ensemble des quasi-solutions D 
dépend de façon continue du second membre u, en ce sens que les 
applications multivoques sont continues. Cela est facile à démontrer 
(voir [72, 106]), seulement on aura besoin de quelques nouvelles 
notions; nous omettrons de le faire ici. Pour le cas où l'équation 
(1 ; 0,1) est linéaire, on aboutit facilement à des résultats plus géné- 
raux résumés dans le théorème suivant [72]. 


æ 


Théorème 2. Si l'équation (1 ; 0,1) est linéaire, l'équation homogène 
Az = 0 admet une solution unique nulle, l'ensemble M est convexe et 
toute sphère dans l'espace U est strictement convexe, alors la quasi- 
solution de l'équation (1; 0,1) sur Le compact M est unique et dépend 
de façon continue du second membre u. 


Démonstration. Soit z la quasi-solution et u — Az. 
Puisque l’ensemble M est convexe, l’ensemble N = AM l'est aussi 


en vertu de la linéarité de l'opérateur À. Il est évident que u est 
la projection de l'élément u sur l’ensemble W. Du fait que la sphère 
dans l’espace U est par définition strictement convexe, la projection 


u se définit de façon unique. Le reste de la démonstration est le même 
que dans le théorème 1. 


3. Soient F et U deux espaces hilbertiens, M = SA une boule 
([1z [| < À) dans l’espace F et À un opérateur complètement continu. 

On peut alors mettre la quasi-solution de l'équation (1 ; 0,1) sous 
la forme d’une série suivant les éléments (fonctions, vecteurs) propres 
®n de l'opérateur A*A, où A* est l’adjoint de l'opérateur À. 

On sait que A*A est un opérateur nn complètement 
continu et positif de F dans F. Soient À, > À, “#2: 
le système complet de ses valeurs propres et . D, es D Cu 
le système correspondant complet orthonormé de ses éléments (fonc- 
tions, vecteurs) propres. On peut mettre l'élément A*u sous la 
forme d'une série 


A'u= }, Ÿ bnp. (1 ; 2,2) 


ni 


On a alors [72] le 
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Théorème 3. La quasi-solution de l'équation (1 ; 0,1) sur l'ensemble 
SR s'exprime par les formules 


at sé b 
Z = > À Pr (1 ; 2,3) 
n—=1! 
si 
D be | 
D 7 <R?, (1 ; 2,4) 
Er nm 


el 


si 


ns pb? 
à x 2 RP. (1 ; 2,5) 
n=1i ” 
Ici 6 est racine de l'équation 
nu E ” 
2 Tatpe À ie 
nz=1 


Démonstration. La quasi-solution minimise la fonc- 
tionnelle 


pÜ (Az, u)=(Az—u, Az—u) (1; 2,7) 


pour laquelle l'équation d’Euler est de la forme 
A*Az = Afu *). (1; 2,8) 


Nous allons chercher la solution de cette équation sous la forme 
d’une série suivant le système {,}: 


2= D CnPn- (1 ; 2,9) 
n=îÎ 
Portant cette série dans l'équation (1 ; 2,8) et utilisant le développe- 
ment (1; 2,2), on trouve c, = b,/\,. Par conséquent, l'inégalité 
(1 ; 2,4) signifie que |[|z [| << R et il s’agit donc de rechercher l'ex- 
trémum libre de la fonctionnelle (1; 2,7). C'est la série (1; 2,3) 
qui sera la solution du problème. 


Par contre, si c’est l'inégalité (1; 2,5) qui a lieu, cela signifie 


*) V. Smirnov — Cours de mathématiques supérieure:, t. V (en russe). 
Gostekhizdat, 1948. 


3% 
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que | z2|| > R et qu'il s'agit de chercher l’extrémum lié de la fonc- 
tionnelle (1; 2,7) sous la condition que ||z |? = R°. Utilisant la 
méthode des facteurs indéterminés de Lagrange, on réduit ce pro- 
blème à la recherche de l’extrémum libre de la fonctionnelle 


(Az — u, Az — u) + «& (z, 2) 
et ensuite à la résolution de l'équation d’Euler correspondante 


A*Az + az = Au. Portant ici z sous la forme de la série (1; 2,9) 
et utilisant le développement (1; 2,2), on obtient 


Le paramètre « se définit de la condition || z | — À? équivalente 
à (1; 2,6). 


$ 3. Recherche approchée des quasi-solutions 


Nous avons vu au paragraphe précédent que la recherche d’une 
quasi-solution est liée à la recherche d'un élément dans l'espace de 
dimension infinie. Si l’on se propose de chercher une quasi-solution 
approchée, il est naturel de passer à un espace de dimension finie. 
Il existe un procédé suffisamment général de recherche approchée 
des quasi-solutions de l'équation (1; 0,1) (60, 72] dans laquelle À 
est un opérateur complètement continu. 

Supposons remplies les conditions suffisantes, énoncées au $ 2, 
de l'existence d'une quasi-solution unique sur un ensemble M donné, 
c'est-à-dire que l’ensemble Àf est un compact convexe et qu’une 
sphère dans l'espace U est strictement convexe. 

Soit 

M, cMce...cM,e... 
une suite croissante de compacts fermés M,, telle que la fermeture 


de leur réunion Ù M, coïncide avec M. L'’équation (1; 0,1) admet 
Tr 


une quasi-solution sur tout ensemble M,. Pourtant, cette quasi- 
solution peut ne pas être unique. Désignons par 7, la collection 
complète des quasi-solutions sur l’ensemble M,. 

Montrons qu'il est légitime de prendre en qualité de valeur ap- 
prochée de la quasi-solution z sur l’ensemble M n'importe quel élé- 
ment z, de 7,. On a alors 

lim Or (Zn; z)= 0. 
fn +00 

Soient NV, = AM, et B, l’ensemble des”"projections de l'élément 
u sur l’ensemble W,. Il est évident que B,,= AT, et que N, = 
S N;S=...<N,; alors 


Pu(u, N1)2>... > Pu(u, N,)>...>Pu(u, N)=Pu(u, Ai). (1 ; 3,1) 
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Puisque l’ensemble [J V, est dense partout sur NW, on trouve pour 


n=1 
tout e >> 0 un nombre nr, (e) tel que pour tous n > n, (e) on ait 


Pu (&, Na) <puu, N)+e. (1; 3,2) 
I1 découle de (1; 3,1) et de (1; 3,2) que 
lim Pu(u, N;)=pu(u, N). (1; 3,5) 
Comme 
Pu (u, Na) = pu (u, Ba): 
On a 


limpy(u, Br)=Pu(u, A2). (1 ; 3,4) 


n—-00 


Tout ensemble B, est un compact, car il représente un sous-ensemble 
fermé du compact V,. Aussi trouvera-t-on dans BP, un élément y, 


tel que 
Pu (Un: si Pu (y, u). 


La suite {y,} contient au moins un point limite appartenant à 
N, car N est un compact. Soient y, un point limite quelconque de 
l'ensemble {Yn} et {yn,} une sous-suite convergente vers yo, C ’est-à- 


dire que 
lim Pu(Yn,; Yo) =0. 
ni}, 00 


De (1; 3,3) et de (1; 3,4) il découle que 
Pu (u, gs) = lim Pu(u, yn,)= lim Pu(u, Ba,)= 
Ty, 7 00 A, + 00 


=Pu(u, A7) =pu(u, N). 
Ainsi, 
Pu (u, Yo) = Pu (us N). 
L'égalité précédente et l’unicité de la quasi-solution sur l’ensemble 
M entraïnent 
Yo= Àz. 


Comme y, est un point limite arbitraire de l’ensemble {y,}, la suite 
{yn} converge vers Az. On voit donc qu’il est possible de prendre 
comme valeur approchée de la quasi-solution n'importe quel élé- 
ment z, de l’ensemble T,, car, en vertu du lemme du $ 1, 2, +2 
quand 7 —+> oo. 
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Si l’on prend en qualité de M, des ensembles de dimension finie 
(à r dimensions), le problème de “recherche de la quasi-solution ap- 
prochée sur le compact 7 sera réduit à la minimisation de la fonc- 
tionnelle py (Az, u) sur l’ensemble M,. 


Les quasi-solutions ont été étudiées aussi dans les travaux [52, 
93, 98, 99, 61, 74, 106, 109]. 


$ 4. Substitution à l’équation Az—u d’une équation voisine 


Les équations du type (1 ; 0,1), avec le second membre uw n’appar- 
tenant pas à l’ensemble N = AM, ont été étudiées par M. Lavren- 
tiev [97 à 99]. Il a eu l’idée de substituer à l'équation initiale (1 ; 0,1) 
une équation « voisine » en un certain sens de celle-ci, pour rendre 
le problème de recherche de la solution stable vis-à-vis de faibles 
variations du second membre et résoluble quel que soit le second 
membre u € U. Dans le cas le plus élémentaire, on procède de la 
façon suivante. 

Soient F = U = H trois espaces hilbertiens, À un opérateur 
auto-adjoint, positif, borné et linéaire, Sh = {x, |x|<R,zEF} 
une boule de rayon R dans l’espace F, B un opérateur complètement 
continu défini sur SR pour tout R >> 0. En qualité de classe des 
problèmes bien posés M, on prend l’ensemble Dh = BSR, image 
de la boule S, par l’opérateur B. On suppose que la solution exacte 
cherchée z., de l’équation (1; 0,1) à second membre u = u., existe 
et appartient à D k. Prenons au lieu de l'équation (1 ; 0,1) l'équation 

(A +aE)z= Az +az=u (1; 4,1) 
dans laquelle & >> 0 est un paramètre numérique. A condition de 
choisir convenablement le paramètre &, on adopte la solution de 
l'équation (1; 4,1) 

Za=(A+aE)iu (1 ; 4,2) 
comme solution approchée de l’équation (1; 0,1). Ici Æ est l’opé- 
rateur unitaire. 


Remarque. Afin d'évaluer l'écart pr (2e, z4) de la solution 
approchée par rapport à celle exacte, on peut utiliser le module de 
continuité w de l'opérateur inverse sur À. 

Soient u;,, u. E N et py (u1, u2) < 6. Alors 

&(Ô, N)=— sup Pr (Alu, Alu). 
ut, U°É 
Il est évident que si py (Uexs pe < Ô et si z8 = A"lus, alors 
Pr (Zex, 26) LE (8, N). 
Revenons à l'équation (1; 4,1). Si || Az | < 6 et w (6, DR) = 


— sup |1z ||, il est facile d'estimer l'écart de z, par rapport à ze. 
DR 
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Il est évident que 


| Ze — ex || <|| Ze —2ex || + || Ze — 30 ||, (1 ; 4,3) 


ou 


Ze — (A + aE)"1 Uex- 
Donc, 


ze —2x || <o (6, Dr) ++ . (1 ; 4,4) 


Connaissant le module de continuité w (6, D ,) ou son majorant, on 
peut tirer de (1 ; 4,4) la valeur du paramètre « comme fonction de Ô 
minimisant le second membre dans l'inégalité (1 ; 4,4). 


$S 5. Méthode de quasi-réversibilité 


1. Il est connu que le problème de Cauchy pour l’équation de la 
chaleur à sens du temps inversé (problème rétrograde) est instable 
vis-à-vis de faibles variations des valeurs initiales. L'instabilité 
persiste également lorsque la solution est assujettie à certaines con- 
ditions accessoires aux limites. La méthode de quasi-réversibilité 
[104] vise à obtenir une solution stable de pareils problèmes. Nous 
allons décrire l'essentiel de la méthode pour l'équation de la chaleur 
la plus simple, sans chercher à en démontrer le bien-fondé. Le lecteur 
trouvera dans [104] une description détaillée de la méthode, ainsi 
que ses applications à une classe plus étendue de problèmes. 

2. Plaçons-nous dans le cas du problème direct. Soient D un 
domaine fini de l’espace euclidien À" à nr dimensions des points 
Z = (7, Ze, - . ., Zn) limité par une surface lisse par morceaux S 
et { le temps. Soit ensuite @ (x) une fonction continue définie dans D. 
Le problème direct consiste à chercher la solution u = u (x, t) de 
l'équation 


ou | 
7 —Au=0 (4; 5,1). 


dans le domaine G= {x € D, t > 0} vérifiant les conditions aux 
limites 


u(z,t)}=0 pour zEsS (1; 5,2) 
avec les conditions initiales 
u (x, 0) = œ (x). (1; 5,3) 
Ici 
ñn æ 
Au= ÿ 7 
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On sait que ce problème a bien une solution. A chaque fonction 
p (x) € C répond une solution du problème (1; 5,1) à (1; 5,3). Nous 
le désignerons par u (x, t; ). 

Le problème inverse consiste à trouver la fonction @ (x) à partir 
de la fonction connue u (x, t; @). Dans les problèmes pratiques, la 
fonction u (x, t; œ) s’obtient en général à la suite d’une série de 
mesures: on ne la connaît donc qu'approximativement. Nous ad- 
mettrons que u € L,. Il se peut que cette fonction ne correspond à 
aucune fonction « initiale » @ (x) et, par conséquent, il est fort pos- 
sible de ne pas trouver dans la classe C des fonctions la solution du 
problème inverse. Pour cette raison, nous allons nous occuper du 
problème de recherche d’une certaine solution généralisée du pro- 
blème inverse. 

Soient connues une quantité T >> 0 et une fonction + (x) définie 
dans le domaine D, (x) € L,. On définit sur les fonctions œ (x) 
de la classe C la fonctionnelle 


1@= Lu(z, 1; p)—v(x)Pdz. 


Par solution généralisée du problème inverse nous entendrons la 
fonction œ (x) sur laquelle on a 


fo= inf f (œ). 
qeEC 


Remarque. L'intuition suggère de choisir la fonction o (x) 
de telle façon que f (®) = 0. Il suffirait pour cela de trouver la 
solution du problème direct 

du 


x —Au=0; 


u(z,t)=0 pour xzES, O0O<t<T; 
u(z, T)=% (x) 


et de poser (x) = u (x, 0). Or, un tel problème, pour une fonction 
donnée # (x) de L., serait en général non résoluble et, en outre, 
instable vis-à-vis de faibles variations de la fonction wŸ (x). 

Sur une certaine classe de fonctions généralisées @ (x) on a f, = 0 
(voir [104]). Il s'agit donc de rechercher une valeur approchée de 
fo à une erreur donnée près. 

Etant donné une quantité e >> 0, trouver une fonction æ, (x) telle 
que f (pe) < &. : 

Ce problème se résout justement par la méthode de quasi-réver- 
sibilité. 
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L'idée de la méthode de quasi-réversibilité consiste à chercher 
au lieu de l'opérateur de la chaleur 4/0t — À un opérateur B, « voi- 
sin » pour lequel le problème rétrograde 


Boux = 0, zED, 1<T, a >0; 
Ua (x, T) = % (x); 
Ua (x, D) =0 pour zES, 1<T 
soit stable. Une fois le problème résolu, on pose 
p (x) = u, (x, 0). 
Généralement, on prend en qualité d’opérateur B, l'opérateur 


ô 
— — A — a? 


et l’on cherche la solution du problème directe 


dx 


_ —Auo—aMu;=0, xzED, 1<T, a<0;: 

Ua (z, T)=%(z); 

Ua(z, T)=0 pour zES, O<ILT, 
Aua=0 pour zES, 0O<I<T. 


Ensuite on pose 
p (x) = uw (x, 0). 
Signalons que uv, ne converge pas au sens habituel pour x —>0. 
La méthode de quasi-réversibilité est applicable à nne classe 


plus étendue de problèmes se rapportant aux équations d'évolution 
(voir [104)). 


CHAPITRE II 


MÉTHODE DE RÉGULARISATION 


Au chapitre premier on a considéré la situation où la classe des 
solutions possibles de l'équation (1; 0,1) est un compact. On ren- 
contre cependant, dans toute une série de problèmes appliqués, la 
situation où cette classe F n'est pas un compact, et les variations 
du second membre de l’équation 


Az = u, (2; 0,1) 


liées à son caractère approché, sont susceptibles de sortir au-delà 
des frontières de l'ensemble AF. Nous appellerons ces problèmes 
essentiellement mal posés. Dans les travaux [156 à 161] est proposée 
une nouvelle méthode de résolution de problèmes mal posés, qui 
permet de construire les solutions approchées de l'équation (2; 0,1) 
stables vis-à-vis de faibles variations des données initiales pour 
des problèmes essentiellement mal posés. Cette méthode est basée 
sur la notion fondamentale d'opérateur régularisant (O. R.) [157]. 


$ 1. Notion d'opérateur régularisant 


1. Soit l'opérateur À dans l’équation (2; 0,1) tel que son inverse 
A”! n'est pas continu sur l'ensemble AF et l'ensemble des solutions 
possibles F n'est pas un compact. 

Si l'on a dans le second membre de l'équation un élément us € U 
dont l'écart par rapport au second membre exact u,, n'est pas supé- 
rieur à Ô, Pu (Us, Uex) & 0, il est évident que la solution approchée 
z4 de (2; 0,1) ne peut être définie comme solution exacte de cette 
équation à second membre approché u = us, c’est-à-dire par la for- 
mule 


ze = Alus. 


Le paramètre numérique Ô caractérise l’erreur entachant le second 
membre de l'équation (2; 0,1). Aussi est-il naturel de définir Zs 
par un opérateur fonction du paramètre dont les valeurs seront adap- 
tées à l'erreur 6 sur les données initiales u,. La corrélation doit être 
telle que lorsque Ô —0, c'est-à-dire quand le second membre us 
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de l'équation (2; 0,1) s’approche (dans la métrique de l’espace U) 
de sa valeur exacte u.., la solution approchée z, tende (dans la 
métrique de l’espace F) vers la solution exacte cherchée z., de 
l'équation 
AZ = Ugyge 

Supposons que les éléments z., € F et u., € U soient liés par la 
relation AZex = Uexe 

Définition 1. On dit que l'opérateur R (u, Ô) est régulari- 
sant pour l'équation Az = u dans le voisinage u = u,, s’il possède 
les propriétés suivantes: 

4) il existe un nombre 6, >> 0 tel que l'opérateur R (u, 6) soit 
défini pour tout 6, 0 < 6 < 6,, et pour tout uy € U tel que 


Pu (ex: us) < 6 ; 
2) pour tout e > 0 il existe un 6, = Op (8, Uex) L 8, tel que 
l'inégalité 
[Pu (us, Uex) L'Ô < 0 
entraîne l'inégalité 
Pr (28 Zex) LE, 
où Z a — R (us, Ô). 
Remarque 1. La définition donnée ne suppose pas en géné- 


ral que l'opérateur R soit univoque. Par z, on désigne un élément 
quelconque de l'ensemble {R (us, 6)}. 


Dans bien des cas, il est plus commode d'employer une autre 
définition d’opérateur régularisant (0. R.), qui contient la définition 
donnée ci-dessus. 


Définition 2. Un opérateur R (u, «) fonction du para- 
mètre « est appelé opérateur régularisant pour l'équation Az = u 
dans le voisinage u = u., s’il possède les propriétés suivantes : 

1) il existe un nombre 6, > 0 tel que l'opérateur R (u, a) soit 
défini pour tout &« > 0 et pour tout u € U tel que 

Pu (u, Uex) LÔ< V0; 


2) il existe une fonction de 6, & = «& (ô), telle que pour tout 
e > 0 on trouve un 6 (e) < 6, tel quesi us, E Uet 
Pu (ex, Us) < Ô (E), 
alors 
PF (Zex: 22) LE, 
où Z4 — R (us, « (Ô)). 
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Cette définition ne suppose non plus que l'opérateur R (us, & (6)) 
soit univoque. Il est à noter que la fonction &« = « (ô) dépend égale- 
ment de us *). 

2. Si Puy (Uexs Uo) L 6, on peut, selon (156, 157], choisir en 
qualité de solution approchée de l'équation (2; 0,1) à second membre 
Us Connu approximativement un élément z, = R (us, &) obtenu 
à l’aide de l’opérateur régularisant R (u, «), où «a = « (6, u;) est 
adapté à l’erreur entachant les données initiales u,. Cette solution 
est dite solution régularisée de (2; 0,1). Le paramètre numérique @ 
est le paramètre de régularisation. Il est évident que tout opérateur 
régularisant, conjointement avec le choix d’un paramètre de régu- 
larisation &« adapté à l'erreur des données initiales Ô (œ — «& (6)), 
définit une méthode stable de construction approchée des solutions 
de l'équation (2; 0,1). Si l’on sait que py (ex, Uo) < 6, alors, en 
vertu de la définition de l’opérateur régularisant **), on peut choisir 
la valeur du paramètre de régularisation & = & (ô) de telle façon 
que, lorsque ô — 0, la solution régularisée z, = R (us, & (ô)) tende 
(dans la métrique de F) vers la solution exacte cherchée z.,, c’est-à- 
dire que Pp (Zex» Zars) —> 0. C’est ce qui justifie le choix de la 
FN régularisée en qualité de solution approchée de l'équation 
(2; 0,1). 

Ainsi donc, le problème de recherche d’une solution approchée 
de l'équation (2; 0,1) stable vis-à-vis de faibles variations du second 
membre se réduit à: 

a) rechercher les opérateurs régularisants; 

b) définir le paramètre de régularisation &« d’après une informa- 
tion supplémentaire sur le problème, par exemple d’après la grandeur 
de l'erreur entachant le second membre us. 

La méthode de construction des solutions approchées que l’on 
vient de décrire sera appelée méthode de régularisation. 

3. Parmi les opérateurs R (u, a) dirigés de U dans F, dépendant 
du paramètre «& et définis pour tout u € U et tout &« >> 0, il convient 
de distinguer ceux qui sont continus par rapport à u. On peut for- 
muler, pour ces opérateurs, les conditions suffisantes assurant leur 
appartenance aux opérateurs régularisants de l’équation (2; 0,1). 
Cela résulte du théorème que nous allons énoncer. 


Théorème. Soit À un opérateur dirigé de F dans U et soit R (u, a) 
un opérateur dirigé de U dans F, défini pour tout élément u de U et 


*) Le fait que le paramètre & dépend de u4 signifie qu'il dépend aussi de 
Uer. donc de z.x. puisque Az, = Uez- 

**) Dans cette définition u.. est supposé fixé, c'est pourquoi on ne met pas 
en relief le fait que À dépend de u,,. La seule information supposée sur u 
est contenue dans la définition de 6. Si l'on dispose d'une information supplé- 
menlaire concernant u,,, on introduit naturellement d’autres définitions de 
l'O. R. qui en tiennent compte. 


$ 1] NOTION D'OPÉRATEUR REGULARISANT 45 


pour tout &« >> 0 et continu par rapport à u. Si pour tout élément 
zEF on a 


lim R (Az, a)= 2, 
a—0 
l'opérateur R(u, a) est un opérateur régularisant pour l'équation 
Az = u. 
__ Démonstration. Il suffit de montrer que l'opérateur 
R (u, a) possède la propriété 2) de la définition 2. 
En effet, soient z., et u.. deux éléments fixés dans F et U, 


Zex EF, Uex E U, Azex = Uex et Ô un nombre positif fixé. Pour tout 
élément uy, E U tel que 


Pu (us, Uex) <Ô 
on a 
Pr (R (ue, &), Zex) L Pr (R (us, a), R (Lex @)) + 
+ PF (R(Uexs &), Zex). (25 1,1) 


» 


L'opérateur À (u, &) étant continu par rapport à uw au «point» 
Lez, pour tout ô >> 0 suffisamment petit (ô < 6,) l'inégalité 


Pu (us, Uex) LÔ (2 ; 1,2) 
entraîne 
Pr(Rus, a), Rex, &)) Lo (6), (2; 1,3) 
où (6) >0 quand ô —+0. 
Puisque 


lim R(Azex, &)=lim R (Uexs A) = Zex 
a—0 a—0 
il existe alors pour tout ê > Oun a, = a, (6, z.,) tel que pour & < «; 
on ait 
Pr (R (ex, &), Zex) <O (6). (2 ? 1,4) 


Des inégalités (2; 1,1), (2; 1,3), (2; 1,4) il découle que pour tout 
ô Lô, et « <a, on a l'inégalité 


Pr(R (us, &), Zex) L20 (6). (2; 4,5) 
Puisque «© (6) —>0 quand à +0, on peut, pour tout e > 0, indiquer 
un Ô (e) tel que pour ô < Ô (e) L 6, et à = a, (6, z.,) les inégalités 
(2; 1,2) et (2; 1,9) entraînent 
Pr(R (us, &), Zex) LE. 


Le théorème est donc démontré. 
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Remarque 2. Les opérateurs R (u, «) dépendant d'un para- 
mètre numérique & ont élé considérés en mathématiques dans les 
démonstrations des théorèmes d'existence de solutions de divers 
problèmes (y compris les problèmes mal posés), ainsi qu’à la som- 
mation généralisée des séries. Si ces opérateurs sont continus par 
rapport à u, alors, à condition de bien adapter & et 6, ils définis- 
sent des méthodes stables de recherche des solutions approchées. 


$ 2. Sur les méthodes de construction 
des opérateurs régularisants 


On trouvera dans les travaux [156 à 161] la méthode de construc- 
tion des opérateurs régularisants pour les équations (2; 0,1). Elle 
est fondée sur le principe variationnel. Le présent paragraphe est 
justement consacré à sa description (voir aussi [211]). 1] sera supposé 
que l'équation Az = u., n'admet qu’une solution unique 2... 

1. Soit Q [z] une fonctionnelle non négative continue, définie 
sur un sous-ensemble F, de F dense partout sur F, de plus: 

a) z., appartient au domaine de définition de Q f[z]; 

b) pour tout nombre d > 0 l’ensemble F,4 des éléments z de 
F, pour lesquels Q {z] < d est un compact sur F.. 

Les fonctionnelles Q [z] possédant ces propriétés s'appellent 
fonctionnelles stabilisatrices. 

Soit donné que l'écart du second membre u, par rapport à sa 
valeur exacte u,, ne dépasse pas Ô, pu (us, uex) < 6. Il est naturel 
alors de chercher la solution approchée dans la classe Q, des élé- 
ments z tels que pu (42, us) < 6. L'ensemble Q, est celui des solu- 
tions possibles. On ne peut cependant prendre en qualité de solu- 
tion approchée de l'équation (2; 0,1) à second membre approché 
u = u, un élément arbitraire z, de Q4, car une telle « solution » 
ne sera pas en général continue par rapport à Ô. L'ensemble en ques- 
tion est trop étendu. Il faut un principe de sélection des solutions 
possibles, permettant de choisir en qualité de solution approchée 
un ou plusieurs éléments de Q, qui dépendent de manière continue 
de ô. Ce peut être le principe variationnel proposé ci-dessous; il 
est applicable également à la construction des approximations de la 
quasi-solution, si cette dernière existe. 

Soit Q [z] une fonctionnelle stabilisatrice définie sur le sous- 
ensemble F, de F (F, peut coïncider avec F). Nous allons considérer 
seulcment les éléments de l’ensemble Q, sur lesquels la fonctionnelle 
donnée Q {z] est définie, c'est-à-dire seulement les éléments de l’en- 
semble F,.3 = Qs5 MN F1. Parmi les éléments de cet ensemble cher- 
chons un élément (ou des éléments) minimisant la fonctionnelle 
Q1z] sur F,.4. Soit z, un tel élément *). Il peut être considéré com- 


*) L'existence d'un tel élément sera démontrée plus tard. 
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me le résultat d'action d’un opérateur R dépendant d’un paramètre 
ô sur le second membre u = u, de l’équation (2; 0,1), c’est-à-dire 


28 — R (us, 6) 


2. Montrons que l'opérateur À (u, 6) est régularisant pour l'équa- 
tion (2; 0,1) et que, par conséquent, on peut prendre l'élément 


25 = R (us, €) 
en qualité de solution approchée de l'équation (2; 0,1). 


On va montrer tout d’abord que l'opérateur À (u, 6) est défini 
pour tout ô >> 0 et tout u, € U pour lequel 


Pu (us, Ucx) < Ô. 
Puisque Q [z] est une fonctionnelle non négative, elle a bien une 
borne inférieure exacte 
inf Q[z] =. 
| Fi,0 
Soit {z,} une sous-suite minimisante Q [z] telle que 


lim @ [Zn] _— Q,. 


Sans restreindre la généralité, on peut admettre que pour tout nr > 1 
Q [za] <Q{zn-41<.. KZ]. 


La suite {z,} appartient donc à l’ensemble compact (en soi) des 
éléments z de F, pour lesquels 


Q [z] < Q [z,]. 


On peut en extraire, par conséquent, une sous-suite convergente 
{Zn,}- Soit 
lim 2n, = 26: 
np 
Du moment que la suite {z,,} est compacte sur F,, l'élément z, 
appartient à l’ensemble F,, et la fonctionnelle Q [z] est définie sur 
cet élément *). 
En vertu de la continuité de la fonctionnelle Q [z] sur l'élément 
Zg On a 
lim Q [zn,.] = Q [ze] . 
A), 00 
Or, puisque 
Jim Q (Zn, | = Q/R 


ny 


*) Il est facile de voir que 23 € F1, ÿ- 
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on a 
Q[z51=$S= inf Qf[z]. 
ZE F4, 8 


Ainsi la propriété 1) de la définition de l’O. R. pour R (u, à) est 
démontrée. En ce qui concerne la propriété 2), elle se démontre 
comme suit. 

Remarquant que l'élément z4 minimise la fonctionnelle Q [z] 
sur l’ensemble F, , et que z,, € F1 s, il est évident que 


Q [25] LS [Zex]- 
L'élément z, appartient donc à l’ensemble compact sur F, 
Fex = {2; D[z] LS [zex]}. 
Soit donnée une suite {u,} telle que py (u, u,) < 6h, où {ô,} 
est une suite des nombres positifs convergente vers zéro, c’est-à-dire 


que Ô, 0 quand nr — 0. Pour tout Ô, est défini un ensemble 
Q:,- Soit 


Fi,6, = Q, N Fi. 


En vertu de ce qui vient d’être montré, il existe dans chaque en- 
semble F,,4, un élément z4, qui minimise la fonctionnelle Q [7] 


sur cet ensemble. Aussi, à la suite des nombres {ô,} correspond-elle 
une suite d'éléments {24 } appartenant à un ensemble F., compact 


sur F,. On peut donc extraire de {z4,} une sous-suite convergente 
(dans la métrique de 7) 
{6,,}- 
Soit 


z= lim 26, - 
R 
PR 


Puisque z4, € Fo, © Qe,r chaque élément ze, de la sous-suite 
{z nn} vérifie l'inégalité 
Pu (42, : Uôn) < Ôny 


Passant dans cette inégalité à la limite pour 7; — o et tenant compte 
de la continuité de l’opérateur À, nous avons 


Pu (Az, Uex) = 0. 
Par conséquent, Az = u.,. En vertu de l'unicité de la solution de 
l'équation (2; 0,1) à second membre u = u.,, on a z = z.,. Donc, 


lim 28. — Zey. 
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Cela est vrai pour toute sous-suite convergente de la suite {z4 }. 
Il en résulte que pour toute suite {6,} de nombres positifs 6, con- 
vergente vers zéro, la suite correspondante {z4 } converge (dans 
la métrique de l’espace F) vers l'élément 2... 

On a démontré que l'opérateur À (u, ô) possède la propriété 2) 
de la définition de l’O. R.; cela signifie que c’est un opérateur ré- 
gularisant pour l'équation (2; 0,1). 


Remarque. La méthode décrite convient aussi pour la 
construction de l'opérateur régularisant même si la solution de l’équa- 
tion Az = u., n'est pas unique. Dans ce cas toute sous-suite con- 
vergente z4,, converge vers une des solutions de l'équation (2; 0,1) 
à second membre u = u.,, bien que les sous-suites différentes puis- 
sent converger vers des solutions différentes. 

3. D'après la méthode proposée, le problème de recherche de la 
solution approchée de l’équation (2; 0,1) à second membre approché 


revient donc à rechercher le minimum de la fonctionnelle Q {z] 
sur l’ensemble 


Fi,5=0Qs N F1, 


Q={z Pu(Az, us) <Ô}. 


Notons que la résolution numérique de ce dernier problème sur 
ordinateur est souvent difficile. 


Soit M, l’ensemble de tous les éléments de F, sur lesquels 
Q [z] — Cor où 


Qo = inf Q [2]. 


z€ F1 

Admettons pour simplifier que M, ne contient qu’un seul élé- 
ment Zo *). 

Il y a deux possibilités: 

1) les ensembles M, et F,,4 ont des éléments communs; 

2) les ensembles M, et F, 4 n’ont pas d'éléments communs. 

Dans le premier cas, en qualité de solution du problème varia- 
tionnel de recherche du minimum de la fonctionnelle Q [z] sur l’en- 
semble F, 4, on prend l'élément z,. Cette solution est stable vis-à-vis 
de faibles variations de u,. En effet, elle appartient pour tout e > 0 
à un ensemble D, compact sur F, des éléments z pour lesquels 
Q [zl < Q, + e. L'application réalisée par l'opérateur À est con- 
tinue et biunivoque. Donc, en vertu du lemme du chapitre premier, 
$ 1, l’application inverse de celle-ci est aussi continue. 


*) Dans le cas où l'ensemble M contient plus d'un élément, la stabilité 


de la solution est interprétée comme la continuité des applications multivo- 
ques. 


\ 
4—1040 
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Dans le second cas on a pu (us, AM,) > Ô et le problème de 
minimisation de la fonctionnelle Q {z] sur l'ensemble F, , se réduit, 
dans une vaste classe de cas, au problème classique de recherche 
d’un extrémum lié de la fonctionnelle Q {z], ce dernier problème se 
prêtant beaucoup plus aisément au calcul numérique sur ordinateur. 
Cela est réalisable à l’aide du lemme que l’on va énoncer. 

Nous dirons que la fonctionnelle Q [z] est quasi monotone *) si 
pour tout élément z, de F, n’appartenant pas à l’ensemble M, on 
trouve dans son voisinage quelconque un élément z, de F, tel que 
Q [z,] < Q [zo]. 

Lemme. La fonctionnelle quasi monotone Q [z] telle que l'ensemble 
Mo N Fo est vide atteint sa borne sur l’ensemble F;,3, 
sur l'élément z4 pour lequel pu (Azs, us) = 

Démonstration. Supposons que 

inf Q1z] 
F3, 6 


ait lieu sur l’élément z, de F,,4, pour lequel 
Pu (Azss ue) = B < Ô. 
Conformément à la condition imposée à la grandeur de l'erreur 


6, on a zs € M,. L'opérateur À étant continu sur , il existe un voi- 
sinage Ÿ (z, z4) de l’élément z, tel que pour tous ses éléments on ait 
Pu (A3, 425) < SE 


Tout z choisi dans ce voisinage vérifie . 


Pu (Az; us) < 6, 
car 


Pu (Az, us)] < Pu (Az, A2) + Pu (Az, Us) < 
<i += ie < 6. 
Par conséquent, 
V (2 28) € Qs- 


La fonctionnelle stabilisante Q [z] étant quasi monotone, il en 
découle qu'il existe dans le voisinage V (z, z:) un élément z4,, de 
F, pour lequel 


(2 [ze, a] <Q [ze]. (2; 2,1) 
Comme l'élément z4,, appartient aux ensembles Q, et F,, et donc, 
à l’ensemble F, ;, l'inégalité (2; 2,1) contredit l'hypothèse selon 


+) Ce terme a été employé par M. Lavrentiev et par d’autres auteurs avant 
nous, avec cependant une signification différente. 


$ 2] METHODES DE CONSTRUCTION DES OPÉRATEURS 51 


laquelle la fonctionnelle Q [z] atteint sa borne inférieure dans l’en- 
semble F, , sur l'élément z,. Le lemme est donc démontré. 


En s'appuyant sur ce lemme, on peut, au lieu de chercher à mi- 
nimiser la fonctionnelle Q [z] sur l’ensemble F, ;, se proposer de 
chercher le minimum de cette fonctionnelle sur l’ensemble F, sous 
la condition que l'élément cherché z vérifie l'égalité 


Pu (Azs Us) = 6. 


C'est un problème de recherche d’un extrémum lié. Nous allons le 
résoudre par la méthode des facteurs indéterminés de Lagrange, 
c'est-à-dire en cherchant le minimum de la fonctionnelle 


M {z, ue] = pù (42, us) + aQ [2], (2 ; 2,2) 


le paramètre numérique «& étant assujetti à la condition py (A2zc, us)= 
— 6, où z, est l’élément sur lequel la fonctionnelle M [z, u 4] atteint 
sa borne inférieure. 

Si la méthode de Lagrange est réalisable, c'est-à-dire s'il existe 
un «& tel que pu (AZ, us) = 6, alors le problème variationnel initial 
équivaut à la recherche du minimum de la fonctionnelle M® [z, ua]. 
En effet, si «& est choisi de telle façon que puy (AZ, us) = 6, la solu- 
tion z4, du problème variationnel initial minimise également la 
fonctionnelle M [z, u,l, et inversement, si z, minimise la fonction- 
nelle Ma {z, u,] sous la condition py (Az, u3) = 6, alors la fonc- 
tionnelle Q [z] atteint son minimum sur ce même élément z,. Les 
conditions suffisantes de réalisabilité de la méthode de Lagrange 
sont examinées en détail au $ 6 de ce chapitre *). 

On peut considérer l'élément z, comme le résultat d'application 
au second membre u = u, de l'équation (2; 0,1) d’un opérateur 
R;, dépendant du paramètre a: 


Za — R; (us, œ), 


où «x — « (ô) se définit d’après le résidu (voir $ 6). 

On prend donc en qualité de solution approchée de l'équation 
(2; 0,1) celle d’un autre problème (problème de minimisation de la 
fonctionnelle Mc [z, u]), « voisin » du problème initial pour de peti- 
tes valeurs de l'erreur de définition du second membre u, **). 

&. Il est à noter qu'on peut introduire la fonctionnelle M [z, u) 
de façon formelle, sans rapport avec le problème de recherche d'un 
extrémum lié de la fonctionnelle Q [z], et chercher l'élément 2, 
susceptible de la minimiser sur l’ensemble F,. Il se pose alors le 
problème de trouver le paramètre de régularisation « comme une 


*)  _*)np peu citer un exemple dans ml, 6 la méthode de Lagrange n’est pas 
applicable à la recherche de l'extrémum lié, c’est-à-dire que & ne se laisse pas 
définir par la condition py (Az, us) = 


**) Voir théorème 2 au $ 3 du mu chapitre. 
4% 
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fonction dépendant de à et d’autres paramètres du problème, & = 
— & (Ô), fonction pour laquelle l’opérateur R, (u, «& (ô)) définissant 
l'élément 

Zx — Riu, & (6)) 


serait régularisant pour l'équation (2 ; 0,1). Sous certaines conditions, 
une pareille fonction existe et peut être trouvée de la relation 
Pu (AZas ue) = Ô, par exemple. Nous verrons dans la suite (voir 
$ 3) qu'il y a une multitude de pareilles fonctions & (ô). La possi- 
bilité d'utiliser les différentes fonctions « (ô) dans l'opérateur 
régularisant À, (u, & (ô)) est liée au fait que l’opérateur régulari- 
sant pour l'équation (2; 0,1) n’est pas unique. Les méthodes de 
détermination du paramètre de régularisation seront étudiées d’une 
façon plus approfondie aux $$ 3 et 6. 

Compte tenu de ce qui vient d’être dit, il est naturel de chercher 
une valeur optimale (dans un sens déterminé au préalable) du para- 
mètre de régularisation & = x (ô). Ce problème sera examiné au 
chapitre V pour quelques opérateurs À du type de convolution. 

5. Il est à noter que, bien que le problème initial (2; 0,1) ne 
soit pas stable, le problème de minimisation de la fonctionnelle 
M {z, u], comme il sera montré au $ 3, est stable vis-à-vis de faibles 
variations du second membre u. Cette stabilité a été atteinte grâce 
à la restriction de la classe des solutions possibles au moyen de 
l'introduction de la fonctionnelle Q [z] ayant les propriétés décrites 
ci-dessus. Elle joue donc un rôle stabilisant, d’où son nom de fonc- 
tionnelle stabilisatrice pour le problème (2; 0,1), ou simplement de 
stabilisateur. 

Le choix de la fonctionnelle stabilisatrice Q ([z] est souvent dicté 
par le caractère même du problème. Or, dans bien des cas, elle ne 
peut être choisie de façon unique. Nous donnerons à la fonctionnelle 
M {z, u] l'appellation de fonctionnelle Lissante. 

6. Nous venons de décrire une des méthodes de construction des 
opérateurs régularisants, fondée sur un principe variationnel: nous 
dirons désormais que c’est une méthode variationnelle de construction 
des opérateurs régularisants (O0. R.). On en connaît d'autres. Une 
de ces méthodes, fondée sur l’utilisation du spectre de l'opérateur 
À, est exposée dans les travaux [16, 18, 19] (voir aussi [104, 185 à 
187])). Au chapitre IV, nous donnons une méthode de construction 
des O. R. pour les opérateurs À du type de convolution au moyen 
des transformations intégrales de Fourier, Laplace, Mellin, etc. 
Dans {5 à 7] et [149] on considère aussi les O. R. pour les équations 
du type de convolution. 

7. Pour la construction des solutions approchées de l'équation 
Az = u, stables vis-à-vis de faibles variations des donnéesinitiales, 
on peut aussi employer une méthode itérative (voir [17, 91, 92, 99, 
412, 117, 151, 153])) z, = R (u, Zn-us - + -» Z2n-n), k  n. Pour assurer 


$ 2] M£THODES DE CONSTRUCTION DES OPEBRATEURS 53 


la stabilité des solutions vis-à-vis de faibles variations des données 
initiales, il y a lieu d’adapter le numéro de l'itération z,, retenue 
comme solution approchée, au niveau de l'erreur sur les données 
initiales, nr = n (Ô). 

Quelquefois, il est possible d'estimer a priori l'écart de z, par 
rapport à zx (voir [99, 117]) 


Pr (Zn Zex) < B (6, n) 


et, en minimisant B (6, n), de trouver n (ô). Dans certains cas, on 
recherche nr (ô) en considérant le résidu. 

8. Nous venons d'examiner en détail les méthodes de construc- 
tion des solutions approchées des problèmes mal posés du type 
(2; 0,1) stables vis-à-vis de faibles variations de l'information ini- 
tiale, quand le second membre de (2; 0,1) était défini approximati- 
vement tandis que l’opérateur À était supposé connu avec précision. 
Considérons maintenant la construction de la solution de l’équation 
(2; 0,1) dans les cas où le second membre et l'opérateur À sont tous 
les deux connus approximativement (46, 47]. 

Soit Ze, la solution exacte du problème mal posé (2 ; 0,1) à second 
membre u = uey, Zex € F, uex € U; l'opérateur À réalise une appli- 
cation biunivoque et continue de F dans U. Si,au lieu des données 
initiales exactes {4, u.,.} du problème (2; 0,1), on connaît une 
famille biparamétrique de données initiales approchées [4,, ua] 
dont le degré d’exactitude se caractérise par un couple y = (k, ô) 
de nombres non négatifs k et Ô, on ne peut chercher qu'une solution 
approchée (de z.,) de l’équation 


Anz = Usa. (2; 2,3) 


Soit Q [z] une fonctionnelle stabilisante quasi monotone définie 
sur l’ensemble F, € F. Nous admettrons que les nombres Ô et À 
caractérisent le degré d’approximation des données initiales {A,, ue} 
au sens suivant : 


pu (Az, Ah2) 


2€F Q [z Wa 
EF {92 [z]} 


Pu (Lex: us) LÔ, h = h< oo. 


Admettons que l'opérateur À, pour tout k > 0 réalise une appli- 
cation continue et biunivoque de F sur U et que 4, — A. Conformé- 
ment à l’idée de la méthode de régularisation du $ 2, on peut for- 
muler comme suit le problème cité de recherche d’une solution 
approchée de l'équation (2; 2,3) stable vis-à-vis de faibles variations 
de l'information initiale : trouver, parmi les éléments z appartenant 
à F, et tels que pù (Az, us) < 6? + h°Q [z], un élément z, réalisant 
la borne inférieure exacte de la fonctionnelle Q [z] sur l'ensemble F,. 

En procédant d’une façon analogue au $ 2, on démontre sans 
peine le 
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Lemme. La fonctionnelle Q [z] atteint sa borne inférieure sur 
l'élément z, de F; vérifiant l'égalité 


pÿ (Az Us) = Ô2+ h2Q2 [z+]. 


Démonstration. Supposons, en effet, que inf Q [z] ait 
sE PF: 
lieu sur un élément z, € F, pour lequel 


pÿ (A 20 Us) = ô, < 6? + h?ç2 [Zo] = A}. 


En vertu de la continuité de l'opérateur 4, (de F dans U), il existe 
pour tout nombre 6, tel que 6, << 6, << À, un voisinage de l’élé- 
ment Z», V1 (z, Z,), dans lequel tous les éléments z vérifient l’iné- 
galité puy (Anz; us) << ô,. La fonctionnelle Q [z] étant continue, 
il existe un voisinage de l'élément z,, V: (z, zo), tous les éléments z 
duquel vérifient l’inégalité 6! << 6? + hk°Q [z]. Donc, tous les élé- 
ments z appartenant à l'intersection des voisinages V, (z, z.) et 
Va (z, Zo) vérifient l’inégalité 


ph (An, ue) < 82 +R [21]. (2: 2,4) 


Comme la fonctionnelle Q [z] est quasi monotone, il existe dans 
tout voisinage de l’élément z,, Vs (z, Z0), appartenant à l’intersection 
V, (2, Zo) N Va (z, Zo), un élément z, vérifiant l'inégalité Q [z,] < 
< Q [z,]. Le fait que l'élément z, vérifie l'inégalité (2; 2,4) signifie 
que inf Q [z] n’est pas atteint sur l'élément z,. Or, cela contredit 


zCF: 
l'hypothèse. Le lemme est donc démontré. 


: Conformément à ce lemme, le problème de minimisation de la 
fonctionnelle Q [z] sur l’ensemble F,, sous la condition pù (A,z, us) < 
Z 6? + h?Q [z], se réduit à minimiser Qf{z] à condition que 
où (Anz, us) = 6? + h°Q [z]; ce dernier problème se résout par la 
méthode du $ 2, en minimisant la fonctionnelle lissante correspon- 
dante 


M {z, us, An] = Pb (Anz Gus) + (æ —h?)Q [2]. 


Le paramètre & peut être déterminé d’après le résidu, à partir 
de la condition 


5 (AnzŸ, us) — h°Q [2] = &. 


L'opérateur R: (us, An, À, Ô) qui fait correspondre aux données 
initiales {4,, u,} du problème un élément z,, y — (k, ô), mini- 
misant la fonctionnelle Q [z] sur l’ensemble des éléments de F, sur 
lesquels est vérifiée l'égalité pù (4,z, us) = 6° + h?Q [z], est un 
opérateur régularisant pour le problème (2; 2,3). 

Il est à noter que l'élément z, peut ne pas être unique. 
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$S 3. Sur la construction d'opérateurs régularisants 
par la méthode de minimisation de la fonctionnelle lissante 


Lorsqu'on construit un opérateur régularisant pour l'équation 
(2; 0,1) par la méthode de minimisation de la fonctionnelle lissante 
M [{z, u] et qu’on détermine le paramètre & d’après le résidu en 
partant de la condition 


Pu (AZas Us) = Ô, 


cette méthode de construction de l'O. R. est équivalente, comme on 
l'a vu au $ 2, à celle de minimisation de la fonctionnelle Q {z] sur 
l’ensemble des éléments z pour lesquels 


Pu (Az, U 4) < ô. 


Nous avons signalé au $ 2 qu'il est possible d'introduire la 
fonctionnelle lissante M [z, u] de façon formelle, sans qu'elle soit 
liée au problème variationnel de recherche d’un extrémum lié de 
la fonctionnelle Q {zl, et de construire l'opérateur régularisant en 
cherchant à minimiser la fonctionnelle MS [z, u]. On considère alors 
a comme étant une fonctionnelle de 6, au sens de la définition 2) de 
l'O. R. Il sera montré dans ce paragraphe que cette approche permet 
d'obtenir une classe étendue d'opérateurs régularisants. 

Notons que la méthode de régularisation décrite ci-après pour 
l'obtention d’une solution approchée de l’équation (2; 0,1), ainsi 
que sa justification peuvent être utilisées sans aucune modification 
pour la recherche approchée d’une quasi-solution de cette même 
équation. 

1. Soient l’ensemble F des solutions possibles de l'équation 
(2; 0,1) un espace métrique et Q {z], la fonctionnelle stabilisante 
définie sur un ensemble F, € F. On a alors le 


Théorème 1. Soit À un opérateur continu de F dans U. Quels que 
soient u € U et le paramètre a >> 0, il existe un élément z, € F;, sur 
lequel la fonctionnelle 


M°[z, u] =pù (Az, u)+ aQz] 

atteint sa borne inférieure, c'est-à-dire que 

inf M°{z,u] = M° [20 ul]. 

zC Fa 

Démonstration. Comme pour tout z2€ F, on a M« > 0, 

il existe une borne inférieure exacte inf M2 = M, avec l’infimum 
défini suivant tous les éléments admissibles de F,. Il y a une suite 
minimisante {z} d'éléments de F, telle que lim M = M®, où 


ñ—+ 00 


MS = Mal{zz, ul. On peut évidemment admettre que pour tout n 
My Mn <Mi. 
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Alors pour tout x et pour un & > 0 arbitraire fixé on a 
1 
(2 Lan] <—-M =. 


La suite {zt} appartient donc à l’ensemble des éléments z de F, 
pour lesquels Q [z] < Q. Comme cet ensemble est un compact dans 
F:, on peut extraire de la suite {ÆZ} une sous-suite {z3, } qui converge 
(dans la métrique de F) vers un certain élément z, de F,. De la 
Continuité de l'opérateur À il résulte que 


inf M° [z,u]=limM°[z$, u]= lim M° [2n,, u]= 


zCP: n— 00 n), 00 
= lim {où (42%,, u)+aQ [23,1}= Pü (Az, u)+ aQ [za]. 
+00 


Le théorème est démontré. 


Ainsi donc, sur les éléments u € U et pour tous les nombres 
positifs & => 0 est défini un opérateur R, (u, &«) à valeurs dans F, 
tel que 


Za — Riu, à) 


minimise la fonctionnelle Me [z, ul]. 

On peut indiquer les conditions suffisantes pour que l'élément 
Z4 Soit unique. Il faut pour cela, par exemple, que l'opérateur À 
soit linéaire, F soit un espace hilbertien et Q [z] soit une fonctionnelle 
stabilisante quadratique. 

En effet, imaginons qu'il existe deux éléments z} et z£’ réalisant 
la borne inférieure exacte de la fonctionnelle Me [z, u]. Considérons 
les éléments de l’espace F, situés sur le segment de droite (dans l’es- 
pace F) reliant z4 et 26 


{ 2 | 
2= 20) + B(20)— 20). 


Sur les éléments de cette droite, la fonctionnelle M [z, u] est une 
fonction quadratique non négative de B; elle ne peut donc passer par 
un minimum pour deux valeurs différentes de B. Pour un opérateur 
A non linéaire, l'opérateur z, peut ne pas être unique. 

2. Nous allons montrer que l'opérateur À, (u, &) est régularisant 
pour l'équation (2; 0,1). 

Définissons sur le segment (0, 6,] une classe Ts, de fonctions non 
négatives, non décroissantes et continues sur ce segment. 


Théorème 2. Soit ze, solution de l'équation (2; 0,1) à second 
membre u = u.,, c'est-à-dire que Azez = Uex- Alors, pour tout nombre 
positif e > 0 et quelles que soient les fonctions PB; (6), B2 (Ô) de la classe 
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To, telles que Ba (0) = et 5 < B (6), il existe un 60 — 


= Ôp(e, Pr, Be) < 61 tel que pour uEU et 6 < Ôo l'inégalité 


Pu (u, uex)  Ô entraïne l'inégalité pp (Zexs Ze) Où Ze = R1 (U, à), 
pour tous les a a vérifiant les inégalités 


Démonstration. Comme la fonctionnelle M® [z, u] passe 
par un minimum pour zZ=Z;, On à 


M [Zas U) LM° [zex, U]. 
Aussi 


aQ [ze] < M (Ze U] LM [Zexs U] = 
= ph (Azex, U)+ AN [zex] = PÙ (Wexs U) + 
RE PPS 


e ; Ô* 
De l'inégalité CAT) < a il suit que Ê< < B1 (ô) LB, (6,) et 


+ @ lex] & Bi (61) + R zexl = Ho 
Ainsi donc, 
Qfzol Ho et Q[zexl < Ho. 


Par conséquent, les éléments”z., et z, appartiennent à l’ensemble 
Fu, compact dans F, des éléments z de F, pour lesquels 


Q [z] < H,. 


Soit Ux, l’image de l’ensemble Fx, par l’application u — Az. Com- 
me l’application Fx, — Un, est continue (car l'opérateur À l’est), 
l'équation Az = u n’admet qu'une solution unique pour tout u € Un, 
et l’ensemble F 4,est un compact, alorsconformément au lemme du ch. I, 

l’application inverse Ur, — Fu, eSt aussi continue (dans la métrique 
de F). Cela signifie que pour tout e >> 0 on trouve un y (€) > 0 tel 
que l'inégalité 


Ou UTE Us) LV (e), Us Ua € Ur 
entraîne l'inégalité 
Pr (Z1 Ze) < Es 
si U = ÀZ,, u, = A2. 
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Ensuite, pour uetu, = AZ, ona 
PÈ (Mas 1) = Pb (Aus 0) LM? (2e, U] LM° [zx = 
= PÙ (A2exr 4) + 0Q [zxl = 
= PÈ (Uexs U) + AO [zx] L'E+ AO [zx]. (23 3,1) 
En vertu de l'inégalité &« < f: (6), on a 


Pu (Us U) L{62 + Be (6) À [Zex}}/2 = p (6), 


où  (ô) est une fonction monotonement croissante et continue sur 
[0, ô,] et @ (0) = 0. Il est évident que 


Pu (Uas tx) LPu (Mas U)+ Puy (U, Uex)e (2 ; 3,2) 
Utilisant (2; 3,1) et l’inégalité 


Pu (U, Uex) <<, 
on trouve 
Pu (Us Uex) <5 + p (6) = (6), (2; 3,3) 
où 1 (ô) est une fonction monotonement croissante et continue sur 
[0, ô,] pour laquelle (0) = 0. Posant 6, = ÿ-! (y (e)), où w-! (y) 


est l'inverse de la fonction y = 1 (6), et lisant la continuité de 
l'application Ur, Fos On déduit de l'inégalité 


Pu (u, Uex) <'Ô L Vos 
pour tous les & vérifiant "y inégalités 
CAROL TT < <aLBe (Ô}, 
l'inégalité 

Pr (Zex, 2a) LE. 
Le théorème est démontré. 


On trouvera les estimations des erreurs entachant les solutions 
approchées dans les travaux [26, 27, 77, 80, 85, 86, 117]. 

Ce théorème montre qu’en construisant les opérateurs régulari- 
sants par minimisation de la fonctionnelle lissante Mc [z, u], on 
n'arrive pas à définir de façon unique le paramètre de régularisation 
a en fonction de l'erreur Ô entachant le second membre. Cette fonc- 
tion se laisse définir non seulement en considérant le résidu, c’est-à- 


dire à partir de la condition Ppy (42, us) = Ô comme indiqué au 
$ 2, mais aussi par d’autres procédés (voir $ 6). 
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Remarque 1. Bien souvent, d’après le sens même du pro- 
blème, la solution cherchée z,, (x) se voit astreinte à certaines res- 
trictions, du type des inégalités p, (x) < Zex (x) < p2 (x), dans les- 
quelles @, (x) et p, (x) sont des fonctions connues. Par exemple, on 
peut exiger que la solution soit non négative (p, (x) = 0). En pareils 
cas on prendra en qualité de l’espace F des solutions possibles les 
fonctions z (x) vérifiant les mêmes inégalités. Les théorèmes 1 et 
2 de ce paragraphe restent vrais dans ces cas aussi. 

3. Supposons qu'un ensemble ® de l’espace métrique F admet 
une métrisation Pœ (Z;; Z.), majorante par rapport à la métrique 
Dr (21, Z.) de l’espace F, c'est-à-dire que pour deux éléments quel- 
conques z, et z de l’ensemble ® on a 


PF (Zi, Ze) < Po (Z1s 22). 
Si la sphère 
Po (z, Z0) < d 


de centre en z, est compacte dans F (dans la métrique de F), le 
théorème 1 a lieu, c'est-à-dire qu’il existe un élément z, € ® mini- 
misant la fonctionnelle 


Ma z, ul = pù (4z, u) + aQ [z], (2; 3,4) 
Q [z] = p& (z; 0). 


Si la solution exacte cherchée z., de l'équation (2 ; 0,1) appartient 
à l’ensemble ©, _alors l'opérateur R: (u, a) définissant pour tout 


a > 0 et tout u E U un élément z, minimisant la fonctionnelle 
(2; 3,4) est un opérateur régularisant. Les propositions de ce point 
se démontrent de façon analogue à celles des points 1 et 2. 

Ainsi, si F est l’ensemble des fonctions z (x) continues sur l’in- 
tervalle [a, b], a < x < b, muni de la métrique 


Pr (215 Ze) — Sup |Z1 (2) — Ze (2) |, 
zE{a, b] 


ou 


on peut adopter en qualité de l’ensemble ® l’ensemble C, des fonc- 
tions continüment dérivables sur l'intervalle [a, bj, muni de la 
métrique 


Po (21, 22) = Sup {125 (x) — 22 (x) | + 1 Zi (x) — 25 (x) |}. 
a£<x<b 


En vertu du théorème d’Arzelà, de toute suite de fonctions continues 
{z, (x)}, telles que 
Po (Zn Zo) < d 


on peut extraire une sous-suite {z,,,(x)} uniformément convergente 
vers une fonction également continue z, (x) € F, c'est-à-dire con- 
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vergente vers z, (x) au sens de la métrique de F. Par conséquent, la 
sphère {z; pœ (z; zo) < d} est compacte dans C. 

Prenons un autre exemple. Soient F l'espace des fonctions z (x) 
continues sur l'intervalle [a, b], muni de la métrique de C 


Pr(Zis 2) = Sup |z, (x) — 22 (x) |, 
a<x<b 


et O l’espace des fonctions de carré intégrable admettant des déri- 
vées généralisées jusqu’à l’ordre p, c'est-à-dire que ® est un espace 
de Sobolev W?. La métrique dans W? se définit par la formule 

b p 


drz \2 1/ 
Po (z1 22) = { | >, gr (2) (=) dx}, 2=2—72:, 
a r—=0 
OÙ Go (£); 41 (x), - - -, gP (x) sont des fonctions continues non négatives 


connues, mais gp > 0. Il est notoire que pour tout p l’espace WP? 
est un espace hilbertien et qu’une sphère dans cet espace est compacte 
dans C. Donc, si l’on cherche les solutions régularisées de l'équation 
(2; 0,1) dans l’espace WP, les théorèmes 1 et 2 sont aussi bien vrais 
pour ces solutions. 


Remarque 2. Etant donné que dans ce cas, la solution ré- 
gularisée z, (x) minimise la fonctionnelle stabilisante 


b 
(2 [z] = | S Qr (x) (+) dr (2; 3,5) 
a r=0 


(sous la condition puy (u, Az) = 6), elle sera, de toute évidence, la 
fonction «la plus lisse» (jusqu'à l'« ordre p»r) pour laquelle 
Pu (4z, u) = 6. Ainsi donc, nous approchons ici la solution cherchée 
Zex par les fonctions « les plus lisses » (jusqu’à l’« ordre p »). 

Les stabilisateurs du type (2; 3,5), où gr (x) 0 (r = 0, 1,... 
-.., P —1), 9» (x) > 0, seront appelés stabilisateurs d'ordre p; 
si toutes les fonctions q. (x) sont des constantes, on dira qu’il s’agit 
de stabilisateurs d'ordre p à coefficients constants *). 

Dans [25] sont étudiées les conditions d'existence des opérateurs 
régularisants. 


Remarque 3. Les résultats obtenus aux $8$ 1, 2 et 3 se 
rapportent aux équations (2; 0,1) dont l'opérateur À était continu. 
Cependant, ces résultats restent vrais aussi pour les équations dans 
lesquelles l'opérateur À est fermé (voir [61, 106 à 108, 114]). 


Remarque 4. La méthode de régularisation qu'on vient de 
décrire est aussi applicable à la résolution des équations intégrales 
de Fredholm de deuxième espèce. 


*) Dans la littérature mathématique, on les appelle quelquefois stabilisa- 
teurs de Tikhonov (voir par exemple [144 à 146]). 
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Les différentes questions relatives aux problèmes mal posés sont 
traitées dans toute une série de travaux: [1, 4, 8, 21, 22, 54, 81, 
88, 89, 110, 113, 123, 147, 150, 152, 1954, 163, 169, 174, 191, 193, 
197-200, 204-206, 208, 213, 215, 216, 218, 219]. 

&. Dans les chapitres I et IT ont été définies les notions de quasi- 
solution et de solution régularisée de l'équation Az = u. Ici nous 
allons montrer le lien entre ces notions, établi dans [74]. 

Soit 

Az = u, (2; 3,6) 


z2EF,uE U, où F et U sont deux espaces de Banach, À un opéra- 
teur linéaire de F dans U à domaine de valeurs R (4) partout dense 
sur U et tel que son inverse À -! existe mais n'est pas continu. 

Soit ensuite Q [z] une fonctionnelle convexe non négative con- 
tinue, définie sur une variété linéaire F, dense partout sur F et vé- 
rifiant les conditions suivantes: 

a) Q [0] = 0; 

b) pour tout élément fixé z de F,, z 0, @ (B) = Q [Bz] est une 
fonction strictement croissante de la variable $B et telle que 
cu p (B) = +; 

c) pour tout d > 0 l'ensemble 

Fi = {z, zCF:, Q [z] << d} 


est un compact. 
I1 est évident que Q [z] est une fonctionnelle stabilisatrice pour 
l'équation (2; 3,6) et que 
F;= U Fa. 
40 


Signalons que des fonctionnelles stabilisatrices d’ordre p (voir point 3) 
possèdent les propriétés énumérées. 

Soit z4 quasi-solution de (2; 3,6) sur le compact Fi, c'est-à-dire 
que Za est un élément minimisant la fonctionnelle || Az — u |f 
sur le compact F4. On montre dans [79] que Q [z4l = d. Donc, pour 
un d > 0 donné, la recherche de la quasi-solution z sur le compact 
F\ revient à minimiser la fonctionnelle 


pô (Az, u)=|| Az—u|f 
sous la condition Q [z] = d, c’est-à-dire à rechercher le minimum 
libre de la fonctionnelle 
M°I[z, u] =pù (Az, u)+aQ1[z] 


sur l’ensemble F1. 

Soit z, l'élément minimisant la fonctionnelle M® [z, ul. Con- 
formément au $ 3, l'élément z, est une solution régularisée de l’équa- 
tion (2; 3,6) sur l’ensemble F%. Ainsi donc, la quasi-solution de 
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(2; 3,6) sur le compact F3 est une solution régularisée de cette 
équation. Portant l'élément z, dans l’équation (2; 3,6), on obtient 
le résidu pu (AZ, u) — &.. 

Les trois paramètres numériques d, a et Ô, sont liés entre eux 
par deux relations: 


Q [2] = d, pu (4x, u) = 6e. (2; 3,7) 


Connaissant un paramètre, on tire de (2; 3,7) les deux autres. Dans 
la méthode de régularisation, c’est en général le paramètre 6,, va- 
leur de l’erreur du second membre de (2; 3,6), qui est connu. 

Etant donné que, pour d, << d,, on a Fi, € F?,, la solution ré- 
gularisée de l'équation (2; 3,6) sur l’ensemble F,,s = F;,f) Qs 
(voir ch. II, $ 2) appartient à l’ensemble F, — Ù Fi. 


5. On peut chercher la solution régularisée de l’équation Az = u 
aussi sous la forme d’une série. Soient F et U deux espaces hilbertiens 
et À un opérateur complètement continu de F dans U. Soit ensuite 
F, un sous-espace hilbertien de l’espace F muni d’une norme majo- 
rante telle que pour tout d > 0 l’ensemble des éléments z de F, 
pour lesquels || z || < d est compact dans F. On peut prendre alors 


comme stabilisateur la fonctionnelle Q [z] — ||z [?. Dans ce cas 
l'équation d’Euler pour la fonctionnelle lissante MS [z, u] s'écrit 
A*Az + az = A*u. (2; 3,8) 


A*A est un opérateur auto-adjoint. Soient {p,} un système complet 
de ses éléments propres et {À,} les valeurs propres correspondantes. 
On sait que Au peut être mis sous la forme d’une série 


Atu = D) cyPn. 
n=1 


Si l’on cherche la solution de l’équation sous la forme dela série 


Z — > brPns 
n= 1 


on obtient pour ses coefficients les formules 


b Sn 


— e 
M AnTa 


Le paramètre u se définit d'après la valeur du résidu (cf. le théorème 
3 à la page 35). 

Les méthodes variationnelles de résolution de problèmes mal 
posés sont étudiées aussi dans [231]. 
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$ 4. Application de la méthode 
de régularisation à la résolution approchée 
des équations intégrales de première espèce 


1. Comme il a été montré au $ 3, pour trouver une solution 
approchée (régularisée) de l'équation (2; 0,1), il suffit de définir 
l'élément z, € F minimisant la fonctionnelle M9 [z, u]. Ce dernier 
problème peut être résolu soit par des méthodes directes de minimi- 
sation de la fonctionnelle (par exemple, par la méthode de la plus 
grande pente), soit en résolvant l'équation d'Euler correspondant à 
la fonctionnelle M [z, u] et se présentant comme suit: 


A*Az + aQ [z] = Au, 


où A* est l'opérateur adjoint de À, Q’ [z] la dérivée de la fonction- 
nelle Q [z] (au sens de Fréchet). 

2. Supposons qu’on demande de trouver une solution régularisée 
d'une équation intégrale de Fredholm de première espèce sur un 
intervalle fini {[a, b] (voir (1561) 


b 
| Æ (a, s)2(s) dsœu (x), (2; 4,1) 
où cLz<d, u (x) € Le le, d]. 


Nous Alone nous servir d'un stabilisateur du premier ordre. On 
cherchera donc la solution régularisée z, (s) dans l’espace W2. Elle 
minimise la fonctionnelle 


M°[z, u] = { K (zx, s)2 (s)ds—u (x) }az+ 
+a| {at)z2()+a6(Æ)"}d. (2:42 


Pour que ia fonctionnelle passe par un minimum, il faut que sa 
première variation soit nulle. Cette condition s'écrit sous la forme 


b 
| (—c {+ [o: (5) À ]—d(s)2(5)} + 


b 
+ ÜK(s D2(dt—b(s) )v(s) ds+am(9z(v(s)le (2: 4,3) 
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Ici v (s) est une variation arbitraire de la fonction z (s), telle que 
z (s) et z (s) + v (s) appartiennent à la classe des fonctions admissi- 
les, 


d 
K(s, = [KE s)K(E, 1) dE, 


d 
b(s)= | K (E, s)u (E) dé. 
La condition (2; 4,3) est vérifiée si 


b 
(F6, t)z(t)dt— a {+ [e (s) À |—(92}=b (s) (2 ; 4,4) 


et 
g(s)z' (s)v(s)fe = 0. (2 ; 4,5) 


Ainsi donc, connaissant les valeurs de la solution cherchée z (s) 
de l'équation (2; 4,1) aux deux extrémités de l'intervalle {a, b], 
on ne peut prendre comme fonctions admissibles, à la recherche du 
minimum de la fonctionnelle (2; 4,2), que les fonctions z (s) de W 
qui prennent les valeurs données à ces extrémités. Dans ce cas les 
fonctions v (s) doivent s’annuler pour s = a et s = b, et la condition 
(2; 4,9) sera vérifiée. 

Dans le cas que l’on vient de décrire, le problème de recherche de 
la solution régularisée z, (s) se réduit donc à trouver la solution de 
l'équation intégro-différentielle (2; 4,4) vérifiant les conditions 


z(a)=Z, 2(b)—=2:, (2 ; 4,6) 
où z, et z, sont deux nombres connus. 
Si les valeurs prises par la solution cherchée z (s) aux extrémités 
s = a et s = b ne sont pas connues, on peut satisfaire à la condition 
(2; 4,5) en posant 
z' (a) = z° (b) = 0. (2; 4,7) 
Dans ce cas on prendra en qualité de solution régularisée de l'équa- 
tion (2; 0,1) la solution de l'équation (2; 4,4) vérifiant les conditions 
(2 ; 4,7). Il existe évidemment d'autres conditions aux limites qu’on 
peut imposer à la solution de l'équation (2; 4,4), par exemple, les 
conditions de la forme 
z(a)=z z(b)=0 (2 ; 4,8) 
ou encore 
z'(a)=0, z(b)—22. (2: 4,9) 
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Remarque 1. Aux cas où les valeurs de la solution cherchée 
aux extrémités de l'intervalle n'étaient pas connues, nous avons posé 


z' (a) —0, z'(b) = 0. 


Or, il se peut que la solution cherchée de l'équation (2; 4,1) ne 
vérifie pas ces conditions. Si nous connaissons la dérivée de la solu- 
tion cherchée de l'équation (2; 4,1), par exemple si nous savons qu'’el- 
le est égale à g pour s = a, alors, en posant dans l’équation (2; 4,1) 
z(s) = Z (s) + g-s, nous obtenons une équation du même type (avec 
le même noyau) mais avec un second membre différent pour la fonc- 
tion z(s). La solution cherchée vérifiera la condition 2° (a) = 0. 


3. Si nous utilisons pour la résolution de l'équation (2; 4,1) 
des stabilisateurs d’ordre p, alors l’équation d'’Euler pour la fonc- 
tionnelle MS [z, u] s'écrit [157] 


xs, t)z(t)dt+a S (— 1) —— — [a 9] =0b(s). 
a r=0 


Il est tout aussi facile d’écrire les conditions aux limites possibles 
de la solution cherchée de cette équation. Par exemple, 


z(a)=z"(a)=...—2P-1 (a) =0 
2(b)=2 (bj)=...—=2@-10(b)—0. 


Nous n’allons pas écrire d’autres conditions aux limites possibles. 

4. Les problèmes (2; 4,4), (2; 4,6) ou (2; 4,4), (2; 4,7), etc. se 
résolvent numériquement sur ordinateur. Dans le cas de l’équation 
(2; 4,4), on lui substitue son approximation aux différences finies 
avec un réseau donné. Si l’on prend un réseau régulier à pas À, on 
obtient au lieu de l'équation (2; 4,4) un système d'équations aux 
différences finies de la forme 


œ 
TRE {qi hi 2h + Gi hr — (in + Gi, R-1)°2r — 


n 
— hqo,n-28 } + Y Khrreh=br; k=1,2,...,n—1. (2; 4,10) 


r=0 


Ici Qu,k = Q (S)»_ Go, k = Go (sx), 28 = 2 (sx), bk = b(sx), s = 
= kh +a;s, = b, K,,-sont les coefficients de la formule de quadra- 
ture d’après laquelle on remplace dans (2; 4,4) l'intégrale par une 
somme intégrale. Si la solution cherchée de l’équation (2; 4,4) doit 


vérifier les conditions aux limites (2; 4,6), alors on pose dans le 
système (2; 4,10) 


5—10%0 
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Si ce sont les conditions (2 ; 4,7) que doit vérifier la solution cherchée, 
on donne au nombre k dans le système (2; 4,10) les valeurs 


k = 0, 1, 2, e. ee ee; LE 
en posant 
24 29  Zn+1 —=2ne 


Il est parfois plus rationnel de chercher la solution sur un réseau 
non régulier, aux nœuds s,, dont les distances entre les nœuds voisins 
ne seront pas en général toutes égales : 


hn= Sp —Sx, LINE 


En pareils cas on approche l’équation (2; 4,4) par un système d’équa- 
tions algébriques linéaires du type 


+ {—— 2 + 1 q = — 
hnhn=i Qi, R2h+1 RE 1,hk—12hk>1 


Gi. k Qi. hk=1 } 
— | ECS Z ù Z 
(+ Ja) + aqua 


ñn 
+ Ÿ Khr2r-hr =. (2 ; 4,11) 


r=0 


Les conditions aux limites imposées à la solution de ce système seront 
les mêmes que pour un réseau régulier (voir aussi (48, 182, 183, 188, 


Remarque 2. Pour la construction d'une solution approchée 
de l’équation intégrale (2; 4,1), on peut aussi remplacer l'intégrale 
par une somme intégrale correspondante sur un réseau, et l'équation 
(2; 4,1), par un système d'équations algébriques linéaires et résoudre 
le système obtenu par la méthode de régularisation décrite au ch. III 


$ 5. Quelques applications de la méthode de régularisation 


Nous allons donner quelques exemples d'emploi de la méthode 
de régularisation pour la résolution d'équations intégrales de pre- 
mière espèce. 

Exemple 1. Considérons un problème de différentiation 
numérique (voir aussi [24, 51, 56, 57]). La dérivée r-ième z ({) de 
la fonction uw ({) est solution de l’équation intégrale 


t 


rte "2 (09 deu (#). (2; 5,1) 
0 
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Quand le second membre est défini de façon approchée (u = u (t)), 
Ja dérivée ne peut être calculée, elle aussi, que d’une façon approxi- 
mative. 


{ 
Soit u (t) — [exp (—y4) dy. Alors u’ (t) = exp (—{*), u” (t) = 
0 
— —125? exp (—1#) + 164 exp (—{9. 


Les courbes représentatives des fonctions u’ (t) et u” (f) sont 
montrées sur les figures 2 et 3 en trait continu. 


rt) 


10 


Fig. 2 


Supposons qu’au lieu de u(t) on a u (43) = u (t) (1 + 8,e), où 
0, sont des nombres aléatoires, —1 < 0; < 1. La méthode de régu- 
larisation employée pour le calcul des dérivées première et troisième 
de la fonction u (t) pour une des suites de nombres aléatoires {0,} 
donne les résultats montrés sur les figures 2 et 3 en pointillé. Pour 
u’ (t)on a pris k — 0,1, e = 0,1, « = 0,0055 ; pour u” (t) on a pris 
h = 0,05, & = 0,01, « = 0,59 10%. Le paramètre & a été déterminé 
d’après le résidu. 

Prenons maintenant deux exemples typiques de problèmes liés 
au dépouillement des résultats d'expériences. 


Exemple 2.]Ils'agit d'établir la composition spectrale d’un 
ones (électromagnétique, y, X, corpusculaire) (162, 164, 
175]: 

Supposons que le rayonnement en question est non homogène 
et que la‘distribution de la densité du nombre de particules (photons) 
est définie par une fonction z (s) (s fréquence ou énergie). Faisant 
passer ce rayonnement au travers d’un instrument de mesure, nous 
obtenons un spectre expérimental u (x) (x peut être fréquence ou 


5% 
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énergie). Si l'instrument est linéaire, la relation fonctionnelle entre 
z (s) et u (x) est définie par la formule 


b 
Az = | K (x, s)z(s)ds=u(x), (2; 9,2) 


où a et b sont les extrémités du spectre, X (x, s) la fonction de trans- 
mission supposée connue. À (zx, s) représente le spectre expérimental 


| u"(t) 


40 


20 


Fig. 3 


(en x) si l'instrument de mesure reçoit un rayonnement monochroma- 
tique de fréquence (d'énergie) s et d'intensité unité. La fonction 
K (x, s) peut aussi être considérée comme la réponse de l'instrument 
de mesure à la fonction Ô, z = Ô (x —s). 

Le problème consiste à reconstituer le spectre vrai z (s) du rayon- 
nement à partir du spectre expérimental w (x) et revient donc à ré- 
soudre l'équation (2; 5,2) par rapport à z (s). 

Considérons un modèle mathématique, pour lequel nous pren- 
drons la fonction z (s) et la fonction de réponse X (zx, s) voisines res- 


—_ 
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pectivement de la fonction z., (s) et de la fonction de réponse que 
l’on rencontre dans des problèmes pratiques correspondants. 
En résolvant le problème direct, nous calculons le spectre « ex- 
b 


périmental» « (x) = [x (z, s)z(s) ds sur un réseau pour z: 


a 
{Zus Tor + + -» Zn}. Pour simuler le processus d'apparition d’erreurs 
accidentelles pendant la mesure du spectre expérimental u (x), 


changeons u (x;) en u (xs) d’après les formules 
æ = 3 (b— 
u(z;)=u(zx;) (1+0, pe o) : 


où 6; sont des nombres aléatoires contenus dans l’intervalle (—1, 1) 
et obéissant à la loi de distribution uniforme. Il est évident que la 


valeur moyenne de u (x;) est égale à u (r;) et que sa variance est 
égale à &. La grandeur de l'écart quadratique 


b 
(HORSTOT ES 8 ECC ETC) 0 ECO ET 


caractérise la précision des données initiales. 
Prenons en qualité de z (s) la fonction représentée sur la figure 4 


en trait plein, et X (x, s) = (4 —+) n (z —s), où n (x —s) est 
la fonction unité. Soit a = 0, b = 11. On calcule 


u (x) = [ K(z, s)z(s)ds. 
U, 
Puis on résout l'équation 
(x (x, s)z(s)ds=u(x) 
par rapport à z (s). | 


Substituons à cette dernière équation un système d'équations 
algébriques linéaires 


n 
2 K 52 As;=u (x) 
= 


en approchant l'intégrale par une somme d’après la formule de 
Simpson. On obtient les résultats représentés sur la figure 4 (ligne 
brisée en pointillé). La ligne en dents de scie n’a rien de commun 


avec l'allure réelle de z (s). Sur cette même figure, on a marqué par 


2,83 2,48 


2,96 


Fig. 4 


S 


11 


Fig. 5 
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de petits ronds les valeurs z; obtenues avec la méthode de régulari- 
sation. Les calculs ont été effectués avec ka précision de la machine. 
La figure » illustre l’emploi de la méthode de régularisation pour la 
résolution de l'équation à second membre w (x;), avec les erreurs 
relatives dans les nœuds z; de © et de 10 % de la valeur mesurée de 
ü (x;) (courbes 2 et 3. La courbe 7 représente z (x)). 

L'exemple considéré représente le modèle du problème de recons- 
titution du spectre réel d’un flux de neutrons rapides émis par une 
source Po-Be. Ce spectre est semblable à la courbe de z (s). Un détec- 
teur à scintillation [162] a servi d’instrument enregistreur. 

En se donnant des niveaux différents de l'erreur sur le second 
membre u (x), on peut, en résolvant le problème considéré, estimer 
les erreurs correspondantes entachant la fonction z (s) en question. 
Nous pouvons donc prévoir l'issue de l'expérience qui consiste à 
déterminer z (s) et, par là même, planifier l’expérience. 

C'est un des problèmes typiques de la préparation mathématique 
d'une expérience. 


Exemple 3. Soit à reconstituer la forme d’une impulsion 
électrique z.,(t) variant en fonction du temps, appliquée à l'entrée 
d’un câble coaxial de longueur !, d'après l’impulsion de sortie 
u (t). La relation entre z..(t) et u (ft) est définie par 


{ 
Î KE) 2x (0) de = u (0) 
0 


où XÆ (t) est la fonction impulsionnelle connue 


K (t)=n(t) 7 exp(—#), (2 ; 5,3) 


u étant une constante caractéristique du type du câble, et n (t) 
la fonction unité. 

Prenons en qualite de z.,(t) la fonction représentée sur la figure 6 
en trait continu et faisons sa convolution avec le noyau (2; 5,3) dans 
lequel pu = 3,05 -10%, Z = 10. Nous obtenons la fonction uw (t) 
représentée sur la figure 7. Aux nœuds du réseau {t;}, faisons subir 

ti 
aux valeurs de u (t;) — x (£; — T) ze, (t) dt des perturbations 
0 
définies par les formules u (4;) = u (t;) (4 + 6,e), où 0, sont des 
nombres] aléatoires, —1 < 6; < 1. Si l'on pose e = 0,01 -p, l'erreur 
relative sur les valeurs w ({;) en comparaison avec w (t;) ne dépassera 
pas p %- On a pris en l'occurrence p = 5. 
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On demande de trouver, d’après les valeurs données u (t;), la 
solution (voisine de z., ({)) de l’équation 


Î 
| K(t—+)z(r)dr=u(t). 
0 


Ce problème a été résolu par la méthode de régularisation sur un 
réseau à pas À — 0,4, 0 < t < 23. Comme fonctionnelle stabilisante 
23 


Q [z], on a pris Q [z] — | {(z"}° + :°} dt. On a imposé les conditions 
Ù 


aux limites de la forme z (0) = z (23) — 0. On a eu pour « — 0,00156 
le résultat représenté sur la figu- 

gi re 6 en pointillé. Le paramètre & 
a été déterminé d’après le résidu. 

Considérons les problèmes ré- 

| trogrades de la chaleur. On connaît 
plusieurs types de problèmes de cet- 

te espèce ; nous allons nous borner 

à deux. On connaît bien le pro- 

blème rétrograde de la chaleur qui 

consiste à résoudre le problème 

de Cauchy pour l'équation de la 


U 


ÿ1 


c+. 


102468 16 22 1 O0 20 40 60 
Fig. 6 Fig. 7 


chaleur à sens du temps inversé. Soit à trouver par exemple la 
solution de l’équation 


aUxx = Ut 


pour { << T d’après sa valeur connue pour { = T, f(x) = u (x, T). 
Ce problème est instable vis-à-vis de faibles variations de la fonction 
1 (x). Parmi les méthodes stables de sa résolution, citons, à côté 
de la méthode de régularisation décrite ci-dessus, la méthode de quasi- 
réversibilité [104]. L'exemple de problèmes rétrogrades de la chaleur 
d'un autre type est fourni par le problème rétrograde qui suit, d'une 
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2 


grande importance pratique, se ramenant à l'équation intégrale 
étudiée dans l’exemple 3. 

Soit un demi-espace homogène x > 0 borné par le plan z = (0. 
Supposons que la température initiale dans ce demi-espace soit nulle 
et que la température à la frontière soit exclusivement fonction du 
temps v (t). Dans ce cas le problème direct de la chaleur consiste 
dans la recherche de la solution de l'équation au, = u, dans le 
domaine (x>0, t>>0) vérifiant les conditions uw (x, 0) = 0, 
u (0, t)} = v(t). Sa solution se présente comme suit: 


{ 
en xt (T) : — 1° 
ne Vars Er Den) Lis 


Le problème rétrograde de la chaleur consiste à trouver la tem- 
pérature v (t) à la frontière x = 0 d'après les résultats de mesure de 
la température u (r,, t) à une distance x, > 0 de la frontière. Ce 
problème se réduit à la résolution de l'équation intégrale 

{ 


rot (t) : — x9 2. 
Vamues exp Eee CHE Jdr= ue t) 


par rapport à v (t), donc à la résolution de l’équation considérée dans 
l'exemple 3 

Le problème de la chaleur pour le sens du temps inversé a été 
étudié dans (104, 203]. On trouve des problèmes semblables aussi 
dans [20, 34, 39, 55, 651]. 


$ 6. Détermination du paramètre de régularisation 


1. La question de détermination du paramètre de régularisation 
ne sera traitée ici que pour des opérateurs régularisants R, (u, «} 
obtenus par la méthode variationnelle (voir $$ 1-3). 

Au fait, lorsqu'il s’agit d’un problème concret, il est générale- 
ment assez difficile de trouver le paramètre de régularisation « 
comme une fonction de l’erreur Ô entachant les données initiales 
a —= « (ô), pour laquelle l’opérateur R, (u, & (ô)) soit régularisant. 
Dans bien des cas nous connaissons le nombre Ô caractérisant l’im- 
précision de l'information initiale. I] s’agit donc de trouver une 
valeur correspondante du paramètre de régularisation &, choisie 
parmi les valeurs admissibles, c’est-à-dire les valeurs qui sont celles 
de l’une des fonctions “ 


a = « (ô) 


pour laquelle l'opérateur R, (u, & (6)) est régularisant. Le choix 
de la valeur admissible du paramètre de régularisation dépend es- 
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sentiellement de l'information dont on dispose sur les données 
initiales approchées. On trouve dans la littérature les différentes mé- 
thodes de recherche d’une telle valeur de &. Citons-en quelques-unes. 


Première méthode. Supposons que le second membre 
u, de l’équation (2; 0,1) nous soit connu avec une erreur 6, c’est-à- 
dire que Puy (Us: Uex) < Ô 

Alors, moyennant quelques restrictions, on peut déterminer le 
paramètre de régularisation & d’après le résidu, c’est-à-dire de la 
condition 


Pu (Az u 4) = Ô. (2 ; 6,1) 


Désignons par m (x), œ (x), 4 (x) les valeurs de Mfz,, ul, 
pu (424, u), Q (z.]. Notons que si l’ensemble des éléments F®% = {z,} 
sur lesquels est réalisé inf M® [z, u] se compose de plus d’un élément, 
les fonctions œ («) et 1 (x) seront multiformes. Considérons quelques 
propriétés des fonctions m (&), @ (æ&), 1 (æ). 


Lemme 1. Les fonctions m (œ), @ (æ), 4 (œ) sont monotones: m (œ) 
et @ (x) sont non décroissantes, et 9 (&), non croissante. 
Démonstration. Soient a, < &, et 


Pi = PÙ (4za,s u), Yi {z0;], m;= M°i [Za,» u|(i=1, 2), 


les z, étant des éléments quelconques des ensembles F4. On a les 
inégalités 


Mo = Pe + Lee > Pe + Ge > Pa + Ai = Mu (2; 6,2) 
qui montrent que la fonction m (œ) est monotone. 
Ensuite 


Pa + Gr < Pe + ie OÙ Pa + Goo < Pr + Gare 
On en déduit 
(&y — Ge) V1 < (Gr — Ga) Po. 


Comme «x; << &:, on a wÿ, > %:- Cela donne, avec la deuxième iné- 
galité de (2; 6,2), que mp. > 1. 
Le lemme est démontré. 


Remarque. Si l’ensemble F%= {z,} se compose de plus 
d’un élément, alors, bien que la fonction m (œ) soit univoque par 
définition, les fonctions p (œ) et 1% (œ) peuvent être multivoques, 
car sur les éléments différents z, de F®% les termes (a) et 4 (œ) dans 
m (œ) = @ (&) + av (x) peuvent prendre des valeurs différentes. 
En ce qui concerne la propriété de monotonie de ces fonctions prouvée 
dans le lemme, celles-ci la possèdent quelle que soit la valeur qu’elles 
prennent. 
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Montrons que les fonctions m (&), @ (æœ) et 1 (&«) sont semi-con- 
tinues à gauche et à droite. A cet effet, démontrons d'abord le lemme 
suivant. 

Soit une suite de nombres positifs {«,} convergente vers a; > 0 


et soit {z,} une suite des éléments z, correspondants des ensem- 
bles Fan, 


Lemme 2. Si la suite {Zo,} est convergente, alors 


lim Zu, =2€ Fe, 


n 00 
Démonstration. Il est évident que 


lim M°n [ze u]= M° [z, ul], 

n— 00 
car les termes de la fonctionnelle M® [z, u] sont continus par rapport 
à z et a. Supposons que l'élément z n’appartienne pas à l’ensemble 
F«, c'est-à-dire qu’il ne réalise pas le minimum de la fonctionnelle 
M [z, u]. Il existe alors un élément 2, € F% tel que 


M (zh, u]=M%Iz,u]—$p, où B>0. 


Cette hypothèse mène à une contradiction, car on a dans ce cas 
lim M°n [zop 0] = M [zo0 U1=M%1[z, u]—$ 


n— 00 


et, par là même, on a, à partir d’un certain nr (B), pour tout n > n (B) 
M [zoo u] < M, 0]. 


D'autre part, 

M ras 0] > M (, u)—À. 
Donc, 

Mn [za 0] > Mn [zo9r ul 


ce qui contredit la définition de l'élément z,. Le lemme est dé- 
montré. 


Lemme 3. Les fonctions m («), @ (&) et 1 (&) sont semi-continues 
à gauche et à droite pour tout à > (0. . 

Comme les démonstrations de ces propositions sont analogues, 
nous allons montrer seulement que la fonction q (&) est semi-conti- 
nue à gauche. 

Démonstration. Soit {«,} une suite de nombres positifs 
croissante et convergente vers &, > 0. A cette suite correspond une 
suite d’ensembles {Fr} des éléments z, minimisant la fonctionnelle 
Mon [z, ul]. Considérons une suite quelconque d'éléments {z,)}, 
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Zan € Fan. Cette suite DR (à partir d’un certain nr) à un en- 
semble compact, z,€ {z; Q [z] < Q [z4-e), e >> 0}. On peut donc 
en extraire une sous-suite convergente. Sans modifier nos notations, 
nous admettrons que {z,} est justement cette sous-suite. Soit 


lim Ze, = z. Selon le lemme 2, z € F&. Alors 


ñn— 00 

Ou (420, u) 
converge vers 

Pu (A2ao Lu). 
Conformément au lemme 1, la suite {p (&.)} est non décroissante. 
Elle converge vers un certain nombre q qui représente la borne infé- 
rieure de l’ensemble des valeurs {p (&,)}. S'il en était autrement, il 
y aurait alors une valeur q (&,) inférieure à q. Alors, pour des n 
suffisamment grands, on trouvera dans Fr des éléments z, tels 
que œ (&,) sera aussi inférieure à q, ce qui est incompatible avec le 
caractère monotone de la fonction @ («). Il s'ensuit que pour toute 
sous-suite de la suite initiale {z,} la sous-suite correspondante 
{p (&r)} converge vers œ. Cela signifie que la suite {œ («.)} tout 
entière converge aussi vers @. La fonction est donc semi-continue 
à gauche. 

Etant donné que 


m (a) = MaIz,, ul 


est par définition une fonction univoque de la variable «, nous en 
tirons immédiatement le 


Corollaire. La fonction m (&) est une IJREtIOR non décrois- 
sante et continue de a. 
Notons que si l’ensemble AF est partout dénse sur Ü, alors 
m (&œ) 0 pour &« —>0 (et m (0) = 0). Cela découle de ce que pour 
tout & >> 0 on trouve un élément z! et un & = « (e) tels que 
M°{z',u]= 06 (42!, u)+ aQ[zi] < e (2; 6,3) 
pour &œ = & (€). Pour cela, on choisit z! en sorte que 
2 4 € E 
pu (42 , u) <> et QE) << ET : 


Cela est possible, car AF est partout dense sur U. 
Notons aussi que œ (0) = 0. Cela résulte de ce que 


p (œ) + ab (a) = m («) +0 quand a —+0. 


Les lemmes précédents donnent immédiatement lieu au 
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Théorème. Si (x) est une fonction univoque, alors pour tout 
nombre positif 


Ê<Pu (4% u), où 2E{z:; Q[z]= inf Q[Y]}, 
rer: 


il existe un «& (Ô) tel que 
Eu (Aza(6); 4) = Ô. 


Remarque. La fonction  (œ&) est univoque, par exemple, 
lorsque l’élément z, est unique (voir page 56). 


Dans la pratique des calculs, la détermination de & d’après le 
résidu peut se faire de la façon suivante. 

Soit ô l'erreur du second membre u, de l'équation (2; 0,1). 
On prend une partie finie d’une suite monotone de nombres «y, &1, 
os + + An. Ce peut être par exemple un morceau de la progression 
géométrique ax = &og", k = 0, 1, 2, ..., n, q > 0. Pour chaque 
valeur de &, on trouve l'élément (la fonction) z, minimisant la 
fonctionnelle 


M°* [z, Us] 
et l’on calcule le résidu py (AZcn» Us). En qualité de valeur cherchée 
de «, on prend un œx, tel qu'il vérifie, avec la précision requise, 
l'égalité 
Pu (AZayyr Us) = Ô. 

On peut aussi chercher la solution approchée de l'équation 
® (&œ) = pu (AZc, Us) = Ô par rapport à & par la méthode des tan- 
gentes de Newton. Pour cela, il suffit de remarquer que la fonction 
1 (y) = œ (1/y) est décroissante et convexe vers le bas [115, 120]. 
Aussi la méthode signalée converge-t-elle pour toute approximation 
initiale y, = = > 0. La dérivée de la fonction œ, (y), nécessaire 
pour l'utilisation de cette méthode, sera exprimée à l’aide de la 
dérivée y, = Le de la solution régularisée z, par rapport à la 
variable &. L'élément z, est solution de l'équation d'Euler pour la 
fonctionnelle M«I[z, ul: 

(A*A + aB) z = Afu,, (2; 6,4) 
où B = Q [2]. 

Par différentiation de l’identité (4A*A + aB) z, = A*u, (sui- 
vant la variable a), on trouve que y, — Le est solution de l’équa- 
tion 

(A*A + aB) y = —aBz,, (2; 6,5) 


laquelle ne diffère de l’équation d’Euler (2; 6,4) que par son second 
membre. 
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Dans [120] on cite un autre problème réductible au problème de 
minimisation de la fonctionnelle M® [z, u,]: on demande de trouver 
parmi les éléments de l’ensemble F, qui vérifient la condition 
Q [z] < R? un élément sur lequel se réalise inf pf} (Az, u4). Aussi, 
connaissant R, peut-on chercher le paramètre de régularisation à 
partir de la condition Q [z.] = R°. C'est la deuxième mé- 
thode de détermination de «. 

Par un raisonnement analogue à la démonstration de la résolubi- 
lité de l'équation oy (42, u) — 6, on peut montrer que l'équation 
Q [z,] — R? est résoluble. Dans les calculs pratiques, on trouve cette 
valeur de « de façon approchée, soit par le choix parmi les valeurs 
données &j, Go, . - ., Œn, SOit par la méthode des tangentes de Newton. 
Dans (115, 116] il est montré que cette dernière méthode converge 
pour toute approximation initiale &, > 0. 

Remarquons que la dérivée y, = dz,/du qui apparaît dans ce 
cas est solution de l'équation (2; 6,5). 


Troisième méthode. Recherche de la valeur quasi opti- 
male du paramètre de régularisation & = &g.0.. 
Supposons que l’espace F est normé. On a par définition [67] 


: e 
q.o. = inf sup la < + 
œ Pytus, u ex)<Û 


? 


F 


le suprémum étant pris sur tous les an membres uv, de l'équation 
(2; 0,1) qui vérifient l'inégalité Ou (Us: Uex) L Ô. La recherche 
approchée de &g.o. exige qu'on trouve des solutions régularisées z, 
convenant à un grand nombre de seconds membres possibles us. 
Or, bien souvent, on n’a en réalité qu'un seul second membre us. 
On ne peut trouver alors que 


int || à © Le. 


F 


On a montré dans [67, 160, ne sur des exemples modèles l’ef- 
ficacité de cette méthode de détermination du paramètre &« pour 


certaines classes de problèmes. Signalons que la fonction y, = « = 
est solution de l'équation 
(A*A + aB) y = A*Az, — Aus, 


qui ne diffère que par son second membre de l'équation d'Euler pour 
la fonctionnelle M [z, ul. 


Quatrième méthode. Elle consiste à choisir en qualité 
de valeur convenable du paramètre de régularisation une valeur de 
a = «y telle que la relation 


d: 
PG (4 (a = ) ; Aia—e) 


A CIE Po Ares wi) 
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ait la valeur maximale. On a montré dans [67] l'efficacité de cette 
méthode de choix de & par calcul expérimental sur quelques pro- 
blèmes modèles. 

Les méthodes de détermination du paramètre & varient suivant 
l'information supplémentaire dont on dispose sur le second membre. 
Par exemple, on donne au $ 2 du ch. IV une méthode de recherche de 
la valeur (C, f}-optimale du paramètre de régularisation, dans lequel 
une information auxiliaire est exploitée. L'efficacité des différentes 
méthodes de détermination du paramètre &« pour telle ou telle classe 
de problèmes est établie en effectuant un calcul expérimental. On 
étudie des problèmes analogues dans [28, 49, 50]. 


CHAPITRE III 


SUR LA RÉSOLUTION DES SYSTÈMES DÉGÉNÉRES 
ET MAL CONDITIONNÉS D’ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 
LINÉAIRES 


1. On connaît les difficultés que présente la résolution de systèmes 
dits mal conditionnés *) d'équations algébriques linéaires : de petites 
variations des seconds membres de tels systèmes peuvent entraîner 
des variations importantes (sortant des limites admissibles) de la 
solution. 

Nous allons considérer des systèmes d'équations 


A5 — (3; 0,1) 


% 


dans lesquels À est une matrice à éléments a;;, À = {a;;}, z est 
un vecteur inconnu de coordonnées z;, z — {z;}, u est un vecteur 
connu de coordonnées u;, u = {u;},i,j=1,2,...,n. 

On dit que le système (3; 0,1) est dégénéré si son déterminant est 
égal à zéro, det À = 0. Dans ce cas la matrice À a des valeurs pro- 
pres nulles. 

Lorsque les calculs sont effectués avec .une précision finie, il 
est parfois impossible de dire si le système d'équations proposé 
est dégénéré ou mal conditionné. Ainsi donc, pour une précision 
donnée, les systèmes dégénérés et mal conditionnés peuvent être 
indiscernables. C’est évidemment le cas où la matrice À a ses valeurs 
propres suffisamment voisines de zéro. 

Dans la pratique, on ne connaît souvent le second membre u 
et les éléments de la matrice À (donc les coefficients du système 
(3; 0,1)) que d’une façon approchée. On a alors, au fait, au lieu du 
système (3; 0,1) un autre système Az = u, tel que || À — A || < 6, 
I[u — u | S ô, la signification des normes étant généralement 
déterminée par la nature même du problème. Etant conduit à con- 
sidérer non pas la matrice À mais la matrice À, on est a fortiori 
dans l'incertitude quant au caractère du système (3; 0,1): on ne 
peut pas dire s’il est dégénéré ou non. 

Dans ces cas, on ne connaît sur le système exact À4z = u, dont 
on cherche la solution, que la matrice À et le second membre uw 


*) Il est à noter que la signification de ce terme n'est pas très bien définie. 
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vérifient les inégalités || A — Al <6 et [u — uw | S ô. Or, les 
systèmes dont les données initiales 4, u) satisfont les conditions 
imposées sont innombrables et, pour un niveau d'erreur donné, 
indiscernables. Puisqu' on n° ‘a pas le système exact (8: 0,1) mais 
un système approché Àz = u, on ne peut chercher qu'une solution 
approchée. Or, le système approché 4z = u peut s’avérer impossible. 
La question se pose: que doit-on entendre par solution approchée 
du système (3; 0,1)? 

Parmi les « systèmes exacts possibles », il peut y avoir des dégé- 
nérés. S'ils sont résolubles, ils admettent une infinité de solutions. 
Laquelle de ces solutions doit-on chercher à définir approximative- 
ment ? 

Ainsi donc, dans un grand nombre de cas, on est conduit à consi- 
dérer toute une classe de systèmes d’ équations indiscernables entre 
eux (pour un niveau d'erreur donné), parmi lesquels quelques-uns 
peuvent être dégénérés, d’autres non résolubles. La construction des 
solutions approchées des systèmes de cette classe doit s'effectuer par 
les mêmes méthodes, applicables à toute la diversité des problèmes. 
Les solutions cherchées doivent être stables vis-à-vis de faibles 
variations des données initiales. 

Ces méthodes sont basées sur le principe de sélection que l’on a 
étudié dans le chapitre II en parlant de la méthode de régularisation. 

2. Supposons donc que le système (3; 0,1) est dégénéré et que 
le vecteur du second membre x vérifie les conditions de résolubilité 
du système. Un tel système admet une infinité de solutions. Soit 
FA la totalité des solutions du système. Ceci posé, nous procédons à 
la recherche de la solution normale du système. Reprenant notre 
terminologie ancienne 1166, 167], nous entendons par solution normale 
du système (3; 0,1) par rapport au vecteur z! une solution 2° telle que 


f2—2'|= inffz— |}, 
2€ F4 


où z! est un élément (vecteur) fixé défini par la position du problème, 


| z || la norme du vecteur z, || z || — DE z;}V?. Pour simplifier 


l'écriture, nous allons poser dans la suite 2 = (. Il est évident que 
la solution normale se définit de façon unique. 


Remarque 1. On peut aussi définir la solution normale 2° 
du système (3; 0,1) comme la solution minimisant une forme quadra- 
tique définie positive donnée par rapport aux coordonnées du vecteur 
z — z!. Tous les résultats qui seront obtenus ci-après restent vrais 


dans ce cas. 

Remarque 2.Soitr < n le rang de la matrice À du système 
dégénéré (3 ; 0,1) et soient z;,1, Zr4e; - + -, Zn la base d’un espace linéai- 
6—1040 
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re VA d'éléments z pour lesquels Az = 0, Na = {z; Az = 0}. La 
solution z° du système (3; 0,1) vérifiant z — r conditions d’orthogo- 
nalité 

(2—21,2)=0, s=r+1,r+2,...,n (3 ; 0,2) 


se définit de façon unique et, comme il est facile de le voir, coïncide 
avec la solution normale. 


Remarque 3. En algèbre linéaire, on appelle le vecteur z, 
minimisant le résidu || Az — uw ||?, pseudo-solution du système (3 ; 0,1). 
D'une façon analogue, on définit la notion de pseudo-solution nor- 
male. La méthode proposée de construction de solutions normales 
approchées du système (3; 0,1) est applicable aussi à la recherche 
de pseudo-solutions normales approchées (voir [121]). 

3. On s’assure sans difficulté que le problème de recherche de la 
solution normale du système (3; 0,1) n’est pas bien posé. Soit en effet 
A une matrice symétrique. Si elle n’est pas dégénérée, on peut, en 
effectuant la transformation orthogonale 


z= Vz*, Ou = Vu*, 
la diagonaliser, si bien que le système après transformation se pré- 
sentera comme suit: 
Auf =ui (i=1,2,...,n), 
où À, sont les valeurs propres de la matrice À. 


Si la matrice symétrique À est dégénérée de rang r, alors ses 
n —r valeurs propres sont nulles. Soit 


MZÆ0 pour i=1,2,...,r 
et 
M—=0 pou i=r+i, r+2, ..., n. 


Supposons que les « données initiales » du système (4 et u) sont 
connues avec une erreur, c’est-à-dire qu'au lieu de À et w on connaît 


leurs ô-approximations À et u: 


HA—AI<S, Iu—u|<6, 
avec 
IAl=1Zeie, els". (3; 0,3) 


? 


Soient À, les valeurs propres de la matrice À. On sait qu’elles dé- 
pendent continüment de À pour la norme (3; 0,3). Donc, les valeurs 
propres Ariys Arses + + + An peuvent être aussi petites que l’on veut, 
pourvu que Ô soit suffisamment petit. 
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Si elles ne sont pas nulles, alors 


Se 5e 
FA , Ui. 

Ainsi donc, pour une précision quelconque 6 suffisamment petite, 
il existe des perturbations du système telles que certains z° prennent 
n'importe quelles valeurs fixées a priori. Cela signifie que le problè- 
me de recherche de la solution normale du système (3; 0,1) est in- 
stable. 

La méthode proposée ci-dessous, qui a été publiée auparavant 
dans [166, 167], permet la recherche d’une solution normale du sys- 
tème (3 ; 0,1) stable vis-à-vis de faibles (pour la norme (3; 0,3)) pertur- 
bations du second membre uw et de la matrice À. Elle est basée sur 
la méthode de régularisation. 


$S 1. Méthode de régularisation appliquée à la recherche 
de la solution normale 


1. Supposons qu'on a au lieu du système dégénéré exact Az = x 
un système à second membre approché 


Az=u (3 ; 1,1) 
dans lequel || u — u ||  ô et le vecteur uw peut ne pas vérifier la 
condition de résolubilité. 

Il est naturel de chercher la solution normale approchée du 
système (3; 1,1) parmi les vecteurs z pour lesquels est vérifiée la 
condition || Az — u || & 6. Cette solution (conformément à la dé- 
finition de la solution normale) minimise la fonctionnelle Q [z] — 
= [2 —2 |. 

Il s’agit donc de minimiser la fonctionnelle || z — z! ||? sur l’en- 
semble des vecteurs vérifiant l'inégalité || Az — u || & 6. Comme 
la fonctionnelle Q [z] — || z — z! ||? est, de toute évidence, stabili- 
sante et quasi monotone (voir $ 2, ch. II), ce dernier problème re- 
vient à minimiser cette fonctionnelle sur l'ensemble des vecteurs z 
vérifiant la condition || À4z — u || = ô. Pour cela il faut trouver le 
vecteur z susceptible de minimiser la fonctionnelle lissante 


M“Iz, u, A]=||Az—uf2+allz—zf2, œ>>0. 


La valeur du paramètre « se détermine de la condition || AZ — u || — 
= Ô, c’est-à-dire d’après le résidu. 

Un tel vecteur est évidemment unique. Il peut être tiré du sys- 
tème d'équations linéaires 


n 
a £e (A 
ak + 2 Gh,)Z;j = bp, k=1, 2: 3 n, 
J—= 
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dans lequel 
n n 
= ” = ” 
ah, j—= 2 Gindiÿs Or = 2 dihlis 
1— 1= 


ou bien à l’aide d'un autre algorithme quelconque de minimisation 
de la fonctionnelle (forme) 


M°®1Iz, u, Al]. 


Le vecteur z peut être considéré comme le résultat d'application à 


üu d’un certain opérateur z = R (u, a), fonction du paramètre «. 
Comme dans le cas considéré les conditions d’applicabilité de la 
méthode de régularisation sont remplies, alors, en vertu du $ 2, 


ch. II, l'opérateur R (u, «) est régularisant, et le vecteur z* — 


— R (u, a) peut être adopté comme solution normale approchée 
du système (3; 1,1). 

En prévision de nouvelles extensions du domaine d'emploi de 
la méthode de régularisation, il est bon de rappeler ici la démons- 
tration des théorèmes asymptotiques sur le comportement de 
z6) pour Ô —+0. 

Désignons par U\ le sous-espace linéaire des images des vecteurs 
z (2€ R°): 

Ua = {u; u = Az, z€ R'}. 


Soit va la projection du vecteur u sur Ua. Il est évident que 
Qu—val<|u— 4z|| 


Théorème 1. Les vecteurs = réalisant le minimum de la fonction- 
nelle Ma {z, üu, A] convergent pour « —>0 vers La solution normale 
du système Az = VA. 

Démonstration. Soit Fa l’ensemble des solutions du 


système Az = va. On sait que le vecteur v = u — vA est orthogonal 
par rapport au sous-espace U41; par conséquent, 


I Az—u 1 = 1 Ava (P+ I] u—va IF 
et 
M2, %, A1= || Ai 04 |P +118 va IP + a (21 = 
= M°{2, va, A]+llu—vAlP. (3; 1,2) 
Puisque va € Ua, le système 
AT = VA (3; 1,3) 


est résoluble. Le vecteur z* minimisant la fonctionnelle M% [z, u, A] 
minimise aussi la fonctionnelle M {z, v4, A], car en vertu de (3; 1,2) 


$ 1] METHODE DE RÉGULARISATION 85 


ces fonctionnelles diffèrent de la valeur || 4 — va |? indépendante 
de z. 


Comme A7 = va, on a 


aQ (2) LM {z, va, A]J<M° (D, va, A]J=aQ (2) 
ou 
Q(Æ]<Q [2] = d, (3 ; 1,4) 


R" étant un espace euclidien de dimension n et z € R”, l’ensemble 
des éléments z pour lesquels 


Oz = |Iz/F<d 


est compact pour tout d > 0. 

Ainsi donc, appartient à un ensemble compact. De cet ensem- 
ble on peut tirer une suite {Æ*} convergente pour «x, —+0 vers un 
certain élément 2}. Le vecteur z, minimise la fonctionnelle 


1 Az — va |, dont le minimum est égal à zéro. Donc, 
AZ = V4, 
c'est-à-dire que le vecteur z est solution de l'équation (3; 1,3). I] 
résulte de (3; 1,4) que 
Q [2] <Q (2), 
ou 
IEARSIEAE (3 ; 1,5) 


Etant donné que la solution normale z° de l'équation (3; 1,3) possède 
la propriété d’avoir la norme || À || minimale, il suit de (3; 1,5) 
que z; = 2°. Le théorème est démontré. 


2. Considérons maintenant le cas où le second membre et la 
matrice À sont tous les deux connus approximativement, c’est-à- 
dire que dans l'équation 


Az = u, (3 ; 1,6) 
on &a 
NE—ul<é, 1Â—41<8 


Nous avons montré au $ 2, ch. IT, page 55, qu’on peut appliquer 
à la construction des solutions approchées régularisées de tels pro- 
blèmes la méthode variationnelle, consistant à minimiser la fonc- 
tionnelle lissante correspondante Mc [z, u, A]. Dans ce cas le para- 
mètre de régularisation est déterminé d’après le résidu généralisé 
[47]. Nous allons démontrer dans ce qui suit le théorème sur le com- 
portement asymptotique de la solution régularisée z%) pour 
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Ô +0, théorème qui laisse voir que le paramètre de régularisation 
peut être déterminé par d’autres procédés. 

Considérons donc, comme nous l'avons fait dans (166, 167], 
au lieu de ce problème, le problème du minimum de la fonctionnelle 
(forme) 


M%1z, u. A]=|| Az—u|2+ aQ[z], 
où 
Q [z]= || 2 117. 
Il existe un seul élément 2 minimisant la fonctionnelle Mc [z, u, À]. 


Supposons que le vecteur w vérifie les conditions de résolubilité 
et que z° est la solution normale de l’équation Az = u. 


Théorème 2. Soient À et u des 5-approxzimations de la matrice A 
et du vecteur u, et B (6) et «4 (Ô), deux fonctions positives continues 
quelconques, tendant due” vers zéro pour Ô —+0 et telles que 


Alors, quel que soit e >> 0, il existe un 6, (e, || z° ||) >> 0 tel que 
2-2 1<e 
si 0<ô< 6, et « est un agit quelconque vérifiant les conditions 
F7 < <a< (Ô). (3 ; 1,7) 


Démonstration. Soit Ux= {u; u = Az, z2CR"} et 
soit u4 la projection du vecteur u sur le sous-espace U3. Alors le 
se v = u — va est orthogonal à U4. On sait que 


PAR TE 
et que 
M®{z, ü, A]=||u—v;l2+ M2, va AI. 
Par conséquent, le vecteur Æ qui minimise la fonctionnelle 
MIz, u, À] 
minimise aussi bien la fonctionnelle 
M°1{z, D+, se 
Il est évident que. 
M°IE, vx, A]<M° 12, vx, A]=|| 4r—v3lP+aQ [2] 
Il est facile de voir que 
A2 021 À2 — 4214142 — val <CS (33 1,8) 
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où 
C=24+z |). 
En effet, 


[Az — A2 <I] À — A fj-1120 1] << 6 |] 2° |. (3 ; 1,9) 
A l’aide de l’inégalité (3; 1,7) et de la relation Az° = u, on trouve 
que 
NAT =u— D fu —% +853 <lu El + 
HE A2 <u—d+ lulu Ac} e2lu—ul+ 
+148 42 |<21%—u + À— AIS IE C2+ 112 1). 
Donc 
A2 —vx | <8(2+ 12x11). (3; 1,10) 
De (3; 1,9) et de (3; 1,10) il résulte (3; 1,8). Ensuite, 
aR(#]< M°IÆ, v>, A]J<M°{®, 03, A]=|| A2 —v0>|2+ 
+ aQ[z]. 
Utilisant l'inégalité (3; 1,8), on trouve 
aQ 2] <M°[F, D, A]< 
<CP+aQ(r=a[ +12 fe], (8: 1,11) 
ou 
1 1r< 


+2 fe (3; 1,12) 
Pour tout « vérifiant les conditions (3; 1,7), on a de (3; 1,12) 


4] <112 11+ 81 (6), (3; 1,13) 


où €, (6) 0 pour ô —+0. 
Considérons les suites de nombres 6, (ôn —> 0 pour nr —> co), de 
Œn, de matrices 4, et de seconds membres u, tels que 


An —A1<ôn  |}ün — 2187 
et 
Ô: 
B F6 < Un LL (On). (3 ; 1,14) 
À ces suites correspond une suite de vecteurs z4n qui minimisent res- 
pectivement les fonctionnelles 


Mn[z, Un, An]. 
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Les nombres «, vérifiant les inégalités (3; 1,14), les Zn vérifient 
les inégalités (3; 1,13), c’est-à-dire que pour tout r 


Az 11112114: (6). (3 ; 1,15) 


Cela signifie que la suite des vecteurs {2} est bornée (pour la norme) 
et est donc compacte. On peut en extraire une sous-suite convergente. 
Sans changer les notations, nous avons 


lim zen = 2, 


no 


Les vecteurs de cette sous-suite vérifient les inégalités 
| Azen— 42 | < 
LI Arr — Anzen |} + | Ann 03 || + [3 — 41 < 
<ô 24 M Er, vx, Anl+ 6 (241211) 
<a {2+2|2 || +8: (83)} + V CAB + av (On) 1] 2 IF — One 
Nous nous sommes servis ici des inégalités : 
(3; 1,10) pour estimer la norme || v4, — A2 ||, 


(3; 1,15) pour estimer || #* || 
et (3; 1,11) pour estimer Moa [zn, v3,, Al. 


Il est évident que b, —>-0 quand nr —> . Passant à la limite dans 
l'inégalité 


mt mt 
| Azen — 42°] = || Azan — u || <Lb,, 
on obtient 
Az; =u 
Ainsi donc, z° est solution de l'équation Az = u. Elle coïncide avec 


la solution normale z° en vertu de la propriété de minimalité de 
cette dernière et de l'inégalité 


IEARSIEA 
que l’on déduit par passage à la limite dans l’inégalité (3; 1,15). 
Le théorème est démontré. : 
On a eu donc raison de prendre z* en qualité de solution normale 
approchée du système. 
Remarque 1. Le théorème 2 est vrai pour une large classe 


d'équations de la forme Àz = u à données initiales (4, u) perturbées. 
La démonstration reste pratiquement inchangée. 
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Remarque 2. Si la matrice À est mal conditionnée et qu’on 
trouve dans son Ô-voisinage une matrice dégénérée À, on est dans 
le cadre du théorème 2; il est donc naturel de chercher la solution 
du système par la méthode de régularisation, ainsi qu’il a été décrit 
ci-dessus. 

Les questions relatives aux méthodes stables de résolution des 
systèmes d'équations algébriques sont traitées aussi dans [29, 30, 
62 à 64, 118, 121]. 


$ 2. Remarques supplémentaires 


Remarque 1. Les résultats obtenus au $ 1 n'utilisant pas 
(essentiellement) le fait que les espaces F et U des éléments z et u 
sont de dimension finie, ils restent vrais pour n'importe quels opé- 
rateurs linéaires continus Az (la démonstration en est absolument 
identique) si seulement U est un espace hilbertien et si F est une 
injection s-compacte dans l’espace normé auquel il appartient [161]. 
Cela permet d'étendre la méthode de régularisation aux équations 
de Fredholm de seconde espèce (voir [2, 3]). 


Remarque 2. La méthode proposée convient aussi à la ré- 
solution de problèmes mal posés de programmation linéaire (voir 
ch. VIII) dans lesquels on cherche une solution du système telle 
qu’elle vérifie certaines contraintes supplémentaires (la solution 
doit appartenir à un ensemble convexe fermé). 


Remarque 3. On peut aussi prendre le stabilisateur Q {z] 
sous la forme 


Q [2] = 2 Pi (Zi — zu? 
où Di > 0, Z1 — (zu 1: Z1, 99 + + +3 21, n)- 


Une telle modification du stabilisateur n'’affecte ni la formula- 
tion ni la démonstration des théorèmes du $ 1. 


CHAPITRE IV 


SUR LES SOLUTIONS APPROCHÉES 
DES ÉQUATIONS INTÉGRALES DE PREMIÈRE ESPÈCE 
DU TYPE DE CON VOLUTION 


Parmi les équations intégrales de première espèce, on rencontre 
souvent des équations du type de convolution Æ (ft) » z (t) = u (t). 
L'équation 


| K(t—T)z(r)dr=ut(t) (4 ; 0,1) 


en est un exemple. 

Il est évident qu’on peut employer la méthode de régularisation à 
la construction des solutions approchées des équations du type de 
convolution. Pour cela, il suffit d'indiquer les méthodes de construc- 
tion des opérateurs régularisants. Dans le chapitre II, nous avons 
examiné la méthode variationnelle. Dans le chapitre présent, en 
reprenant les idées de [11, 14, 15], nous allons montrer comment 
on construit, à l’aide des transformations intégrales pour les équa- 
tions du type de convolution, une famille (classe) étendue d’opé- 
rateurs régularisants facilement réalisables sur ordinateur. Pour 
une sous-classe de cette classe, nous indiquerons son lien avec les 
O. R. obtenus par la méthode variationnelle. 

Nous décrivons en détail la construction de l’O. R. pour l’équa- 
tion (4; 0,1) avec emploi de la transformation de Fourier. Pourtant, 
tous les résultats obtenus, ainsi que les démonstrations, seront ana- 
logues pour les équations du type de convolution demandant l’ap- 
plication des transformations de Laplace, de Mellin, etc. Aussi 
omettra-t-on de répéter les raisonnements et les calculs pour ces 
équations. 

Au $ 1 on admet que l’erreur v ({) entachant le second membre 
u (!) est additive, c’est-à-dire que u (t) = u., (t) + v (t). 

On construit les opérateurs régularisants de la classe mentionnée 
sous des exigences très faibles imposées au second membre uw (+) 
de l’équation et à l’erreur v (£) (u et v € L.) et sans tenir compte du 
caractère aléatoire de la fonction v (t). 

A la considération (au $ 2) de l'écart de la solution régularisée 
par rapport à celle exacte, on suppose en outre que l'erreur v (t) 
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(un parasite, un bruit) est une réalisation d’un processus aléatoire 
stationnaire non corrélé avec la solution cherchée z,, ({). On estime 


l'écart dans une métrique probabilisée sup [z, ({) — z., (4)]*, le 


grand trait supérieur indiquant ici l'espérance mathématique. Ensui- 
te on passe à l'examen des solutions régularisées obtenues à l’aide 
des stabilisateurs élémentaires d'ordre p. 

D'après la forme de la représentation asymptotique de la trans- 
formée de Fourier de leur noyau (pour © — æ), on distingue quatre 
types (classes) d'équations intégrales du type de convolution rencon- 
trées dans la pratique, pour lesquelles, sous certaines hypothèses 
supplémentaires relatives à la représentation asymptotique (pour 
@ — co) de la densité spectrale de l'erreur v (f), on construit des 
estimations asymptotiques, suivant & (pour &« —-0), de l'écart de la 
solution régularisée par rapport à celle exacte [9 à 11, 13], en esti- 
mant séparément tant l’écart dû à l'influence de la méthode de 
régularisation que celui imputable à l'erreur sur le second membre. 


$ 1. Classes d'opérateurs régularisants pour les équations 
du type de convolution 


1. Soit une équation du type de convolution 
z(t)+K(t) = u (+), (&; 1,1) 


où Æ (t) et u (t) sont des fonctions connues et z ({) une fonction in- 
connue; 2€ F,uE U,F'et U sont deux espaces métriques. 

Nous admettons que cette équation a pour u (t) = u., (t) une 
solution unique z., ({) appartenant à F, c’est-à-dire que 


Zex (t)s À (1) = uex (t). 


Il s’agit de rechercher la fonction z., (t). Si le second membre est 
défini avec une erreur, en sorte qu'au lieu de u.. (t) on a une fonction 
u (t) telle que 


Pu (Uex» u) L, 


on ne peut chercher z,, mais seulement une solution approchée. 
En qualité de cette dernière, on prendra la solution régularisée 


Za () =R (u, &), 


R (u, x) étant un opérateur régularisant. 

2. Considérons une classe étendue d'opérateurs régularisants 
obtenus par des transformations intégrales classiques. Commençons 
par donner sa description. 
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Soient F et U deux ensembles de fonctions (F & L,, U & L:) 
et À un opérateur linéaire continu à domaine de définition D, = F. 
Considérons l'équation 


Az=u, uEU. ‘ (4; 1,2) 


On admet qu’elle a une solution unique sur F. Appliquant à la 
relation (4; 1,2) une transformation intégrale linéaire # (ce peut 
être la transformation de Fourier, de Laplace, de Mellin, etc.), on 
obtient 


% (Az] = Ÿ [u] = u (o). (4; 1,3) 

Soit À un opérateur tel qu'il permet de définir # {z] = z (w) 
à partir de la relation (4; 1,3) sous la forme 
z (o) = Ÿ (u (wo), ©). 


Si Az est la convolution z(t)» X (t) de fonctions z ({) avec une 
fonction (noyau) connue X (t) et que la Ÿ-transformée de cette con- 
volution vérifie le théorème de multiplication, c’est-à-dire que 
# {ze K] = 7 (zl]-F(K], 
alors 
u (w) 


ÿ (u (w), = ? (4; 1,4) 


où Æ (w) est la #-transformée de la fonction Æ (t). La formule (4 ; 1,4) 
reste vraie, par exemple, pour les convolutions des types suivants: 


a) z(t)+K(t)= ET CT 
si l’on emploie la SR UE de Fourier; 
b) 1OeKO= KG 52(9 à 
0 
(K (= 2 (t)"= 0 pour t << 0) si l’on a recours à la transformation 
unilatérale de Laplace ; 


c) 1(eK(D= | Kk (+): € 


0 


si l’on se sert de la transformation de Mellin. 
3. Plaçons-nous, pour fixer les idées, dans le cas 


Az = | K(t—z)z(t) dr =ut(t) (4 ; 1,9) 
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et utilisons la transformation de Fourier. Îci uw (f) € Le (—oco, oc), 
K(D ES € Li(—o, oc), 


2(DEFELi(—o, o). 


Si le second membre de l'équation (4; 1,5) est défini de façon 
approchée, c’est-à-dire que u (4) = ue, (£) + v (t), où v (ft) est un 
bruit, alors 


= EU FEU 
Puisque u,, (©) = X (©) zx (©), on a 


v (w) 


z (©) = Zex @) + : 


Cette formule définit la transformée de Fourier de la solution 
exacte de l'équation (4; 1,5) à second membre w (f) approché. Il 
semblerait naturel de prendre en qualité de solution approchée 
de l’équation (4; 1,5) à second membre w (t) approché la fonction 


obtenue par transformation de Fourier inverse, c’est-à-dire la fonc- 
tion 


1 À 1 
= | Zex (&) exp (— io) do + —— | ro X 


1 t . 

X exp (— lot) do = ex E)+-— | a exp (— iot) do. 
Or, cette fonction peut ne pas exister, car la dernière intégrale peut 
être divergente. En effet, de par la nature de la transformation de 
Fourier, les fonctions À (w) et v (w) tendent vers zéro pour © —+ co, 
mais cette tendance n’est pas « coordonnée », parce que la fonction 
v (£) (et, par conséquent, v (w)) a généralement un caractère aléatoire. 
Aussi la relation 

v (w)/X (w) 


peut-elle ne pas admettre de transformation de Fourier inverse à 
cause de l'influence des hautes fréquences w de la fonction aléatoire 
v (w). Cependant, même si la fonction v (w)/K (w) admet bien la 
transformation inverse w (t), l'écart de la fonction w ({) du zéro 
(dans la métrique de C ou de Z.) peut être aussi grand que l’on veut. 

On ne peut donc prendre en qualité de solution approchée de 
l'équation (4; 1,5) à second membre approché la solution exacte de 
cette équation; d’abord, la solution exacte peut être inexistante, 
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puis, même si elle existe, elle est instable vis-à-vis de faibles varia- 
tions du second membre u (t). L’instabilité de l’algorithme décrit 
de construction des « solutions » est due à l’influence des hautes 
fréquences w dans la transformée de Fourier v (w) du bruit v (f). 
C'est pourquoi, si l’on désire construire des solutions approchées 
de l’équation (4 ; 1,9) stables vis-à-vis de faibles variations du second 
membre u (t) à l’aide de la transformation de Fourier inverse, on doit 
« neutraliser » l’influence des hautes fréquences w, par exemple en 
multipliant la fonction 


u (w)/X (w) 


par un facteur correspondant f (©, &) (qui dépend du paramètre « 
comme indiqué au $& 1, ch. II) [11, 14, 
4. Revenons à l'équation (4; 1,2) et considérons l'opérateur 


R;(u, a)=#Y *[p(u(w), w)-f(w, æ)], 


où ÿ “! est la transformation inverse de Y, et f (&, «) une fonction 
connue définie pour toutes les valeurs non négatives du paramètre 
a et pour tous « sur lesquels on prend l'opérateur # -*. En imposant 
à la fonction f (w, x) des conditions correspondantes, on fait de 
l'opérateur R;(u, &«) un opérateur régularisant pour l'équation 
y 9e 

Pour fixer les idées, nous allons prendre dans la suite comme 
équation du type de convolution l’équation (4; 1,5) et utiliser en 
qualité de 7; la transformation de Fourier. On aura alors 


R, (u, = [ LL u (w) exp(—iwt) do. (4: 1,6) 


Supposons que la fonction f (@, æ&) vérifie les conditions sui- 
vantes : 
1;) la fonction f (w, «) est définie dans le domaine (&« > O0, 


27) 0 <Lf(o, a) < 1 quels que soient « > 0 et w; 

3) f (@, 0) = 1; 

4,) pour tout a> 0 la fonction f (w, «) est paire par rapport à w 
et f(w, a) € Le (—o, ce); 

5;) pour tout & > 0 on a f (w, &) +0 quand © —> +; 

6;) pour &« —>0 la fonction f (w, &«) +1 sans décroître, cette 
convergence étant uniforme sur tout intervalle | © | < ©;; 


7;) pour tout æ > 0 on a PS € L; (—o, co); 


8;) pour tout w = 0 la fonction f (w, &æ) 0 quand & —+ co, 
cette convergence étant uniforme sur tout intervalle [w,, ol, 
0 < ©, < @4. 
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Ainsi donc, en imposant à la fonction f (w, «) les conditions 
1;) à 8,), on définit l'opérateur R; (u, «) à un paramètre de la forme 
(4; 1,6). 

5. Si l'on estime l’écart du second membre de l’équation (4; 1,5) 
dans la métrique de L, (—, c), et celui de la solution z (ft), dans 
la métrique de C, et que l’on pose z (w) € L, (—oc, oc), on a alors le 


Théorème. Si La fonction f (w, «) vérifie les conditions 1;) à 8;), 
alors l'opérateur R;, (u, «) de la forme (4; 1,6) défini à l'aide de cette 
fonction est continu par rapport à u et représente un opérateur régula- 
risant pour l'équation (4; 1,5). 

Démonstration. Montrons que l’opérateur R; (u, a) est 
continu par rapport à u. En effet, estimons la différence 


AR,=R}; (Us, a)—R; (Us, @) = 


1 C ; : 
= nt [us (©) — u2 (w)] exp (— iwt) do. 
On a 
1 à , 
[ARsI<== | Le | (©) — u2 (w) | do. 


Utilisant l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski, on obtient 


arlet{[|+ 


‘d}" { J 1e (@) — ua (w) Pdo}*. 


En vertu de la propriété 7;), l'intégrale 


_. t f (w. @) 
p(a)= | K (w) 


do 


existe, ce qui signifie que la valeur de œ («œ) est finie. Conformément 
au théorème de Plancherel *), l'écart de , ({) par rapport à u, (t) 
dans la métrique de L,, c’est-à-dire pr, (u., ue), est égal à 


_ { [ [u4 (©) — ue (wo) f? do}. 


*) Pour toute fonction z (t) de L, on a l'égalité 


| | u (o) |? do = 2x | Lu (#) [2 dt. 


96 SUR LES SOLUTIONS APPROCHÉES DES ÉQUATIONS INTÉGRALES [CH. IV 


Si Pra (Us ue) K 6, alors | AR; | L 5 V p (&), d’où la continuité 
de l'opérateur R, (u, &). 


Si l'opérateur R (u, &) est continu par rapport à uw et que pour 
tout z2EF on a lim À (4z, ax) = z, en vertu du théorème du $ 1, 


œ—0 

ch. II, c'est un opérateur régularisant. Aussi pour démontrer le 
théorème proposé, suffit-il de prouver que pour toute fonction 
z (t)E F telle que z (w) € L, a lieu l'égalité 


lim R,(Az, «)=2(t), 
a—0 
où 


Az= | K(t—7)z(x) dr. 


8 — 8 


Comme u (wo) = Æ (w)z (o), on a 


lA|=R;(u, a)—2(|=] | z(u){f (0, a)—1}exp(—injdu |. 


Donc, 


el< À 12(@)11f (0, a) —11d0= 


01 


= | 120111, &)—11d0+- À Jeclirte, &—1180+ 


—œ 


+ [ 2()|1f(w, a)—1] do. 
01 
Puisque 0 <'f(w, x) <'1, il vient 
— 04 


Belge | [2 (0) | do + L [let do 


+2 À la@I1f(0 @ 1140 


Etant donné que z (w) € L, (—oco, c), on trouve pour tout e > 0 
un &, (e) > 0 tel que pour tout w, > w, (e) est vérifiée l'inégalité 


ii [2 (u)|du+ L [letoidoe+ 
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En vertu de la propriété 6;) de la fonction f (ow, «&), il existe un «, (e) 
tel que pour «a < &, (e) aura lieu l'inégalité 
w1(e) 
1 
2r 
—@1(e) 
Par conséquent, étant donné un & >> 0, on trouve un «, (e) tel que 
pour & < &o (Ee) on ait 
[Az|=|R;(42, a) —2()1<e, 


ce qui signifie que 


[2 (w)|1f (w, a)—1|do0<=.. 


lim R};(Az, a) =z(t), 
a—0 


d’où le théorème. 

Ainsi donc, la fonction z, ({) = R};(u, «) obtenue à l’aide de 
l'opérateur (4; 1,6) représente la solution régularisée de l'équation 
(4 ; 1,5). La fonction de deux variables / (w, &) de l’opérateur (4; 1,6), 
possédant les propriétés 1;) à 8;), sera appelée facteur stabilisant. 

Remarque 1. Dans l’article [75], consacré à la résolution 
du problème de Cauchy pour l'équation de Laplace dans une bande, 
est employé le facteur stabilisant de la forme 


f(w, a)—e-cai, 
Remarque 2. Si l'on pose 


1, |w|<1/h; 
PO 0, |o[>=>1/k; 
où h est le pas du réseau sur lequel est cherchée la solution de (4 ; 1,5), 


on obtient une méthode connue de construction de la solution appro- 
chée de l'équation (4; 1,5). 


6. Soit M (w) une fonction paire donnée, 
a) continue par morceaux sur tout intervalle fini; 
b) non négative; M (0) > 0 et M (o) > 0 pour © = 0; de plus 
c) pour des | w | suffisamment grands, on a 
M (wo) 2ZzC>0; 


d) pour tout «a >0 on a Frs € L, (—oo, co), où 


L (w) = X (w) À (—w) = | Xo f°. Posant 
e L () 
1 = Toj+e 0 
on obtient des classes d'opérateurs régularisants pour l'équation 
(4 ; 1,5) ; les classes se définissent par la donnée de la fonction M (w). 
7—1040 


(a—=h}), 
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7. En fixant M (w), le paramètre de régularisation & peut être 
déterminé d’après le résidu. Si l’on estime l'écart du second membre 
u (it) dans la métrique de L., le carré du résidu de la solution régula- 
risée z, (t) se calcule par la formule 


Ph(4ze,u)= | [Au (Hat 


= | | K (w) za (&) — u (w) 2 do = © (a). 


Puisque 
___ Æ(—w)u (o) 
Za (@) = L(&)+ @Af (w) ? 
on a 


1 À @M(u)[u (u)[ du 
D(a)= | {L U) + af (u)}s 


Il est évident que © (0) = 0, que 


D(a)< | |u(o) Pdo—|lu(t) IE 


et que ® («) tend vers || u (t) ||, quand &« —> ©. En outre, 
rpm 14 ( aL(o) M1 (0) |u (0) [| do 
D’ (a) = Ï {L(@)+oM (0)}5 _ 


Ainsi donc, le résidu de la solution régularisée est une fonction 
strictement croissante de la variable & variant entre O et || u (£) ||z.. 
Par conséquent, si l’erreur sur le second membre u, de |” équation 
(4 ; 1,5) est égale à 6 et que Ô < [| 4 (£) [|z2, il existe un nombre uni- 
que œ pour lequel D (&) = 67. Siô > lus (t) Ir, alors l'équation 
® (œ) = 0° n’a pas de solution. 

8. Il est évident que D. (x) dépend du choix de la fonction M (w), 
c'est-à-dire 


Dix) = Du (x). 
Quand les valeurs de «& sont faibles, ce sont les fréquences élevées 
qui apportent à ©, (&) la contribution principale. C’est pourquoi, 


si M, (o) > M, (©) pour des © suffisamment grands, on a pour 
des a suffisamment petits 


Om: (a) > Du (a). 
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Prenant notamment M 1 (©) = ©Pt et M, (©) = wP2, il vient pour 
P1 > Pe 
d;, (a) > D», (œ). 

Il est évident que la solution & de l'équation ®, («) — Ô° dépend 
de p, œ = « (p), et que pour p, > p, on a & (p;) < & (pe). Ainsi 
donc, æ (p) décroît avec l’augmentation de l’ordre de régularisa- 
tion bp. 

En ce qui concerne la recherche pratique de & d’après le résidu, 
le lecteur est prié de se reporter au $ 6, ch. II. 


9. Il est facile de voir que la solution régularisée de l’équation 
(4; 1,5) déterminée par la formule 


=. ‘À C K (—«) u (w) exp (— iwt) è 
a (= | L (&) + GA (w) duo (4: 1,9) 


minimise la fonctionnelle 
M°[z, u] = | (Az—u3 dt + aQ [z] 


avec la fonctionnelle stabilisante de la forme 


Q (= j M (a) |z(6)f do. (4: 1,8) 
Ici : 
Az= J K(t—7)2(T) dr. 
Posant 
M(u)= À qu?” 
où q, sont des constantes non négatives données et QP > 0, on recher- 
che par la formule (4; 1,8) les stabilisateurs d'ordre p. Posant 


M (©) = ©”, où r est un nombre positif quelconque, on obtient 
les stabilisateurs de la forme 


Q[z]=B | | 20 (0 Pdt, 


t 
An) (t) 2 T'(m+1) j TC Lez T)— 


T(m+1—7r) dr); 


Te 


*) La fonction z7 ({) peut être considérée comme une Re de Grâre » 
r non entier. 
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ici m est un nombre entier non inférieur à la partie entière de r, 
c'est-à-dire que m > E [rl]; B est un nombre positif. 

On peut prendre pour M (w) une fonction ayant un ordre de 
croissance quelconque lorsque © — co. On obtient évidemment d’une 
façon analogue une multitude d’autres stabilisateurs Q [z] par la 
formule (4; 1,8). 

10. Le but que l’on se propose d'atteindre en étudiant les diver- 
ses familles d’opérateurs régularisants est de donner la possibilité 
de choisir le meilleur opérateur pour chaque problème ou pour chaque 
classe concrète de problèmes. Ce peut être par exemple un opérateur 
qui minimise l'écart (dans un sens déterminé a priori) de la solution 
régularisée z, ({) par rapport à la solution exacte cherchée 2... (#), 
ou encore un opérateur se prêtant au mieux à la réalisation sur l’ordi- 
nateur. 

Soit ® (z,, z.) une fonctionnelle non négative donnée, définie 
sur l’ensemble des fonctions z, et z, qui contient les solutions régu- 
larisées z, (t) de l'équation (4; 1,5) et la solution exacte z,, (t) 
(par exemple, la norme de l’écart de z, par rapport à 2;). 

La fonctionnelle ® (z,, z.) étant fixée, on peut poser les problèmes 
suivants : 


Problème 1. Etant donné un facteur stabilisant fixé 
f (w, a), trouver une valeur «&«, du paramètre de régularisation æ 
telle que 


D (Zapr Zex) = ne O (Zu Zex)- 


Problème 2. Soit F; = {f (w, «&)} une famille donnée de 
facteurs stabilisants. On demande de trouver dans la famille de 
fonctions F' une fonction f, (&, æ) et une valeur du paramètre de 
régularisation &« = nt telles que la fonctionnelle ® (z,, ze.) passe 
par le minimum, c'est-à-dire que 

D (za pt’ Zex) = RE OD (za, Zex): 
(es 
Ici 
2 pt = Ry(U, Gopt): 


On dit que l'opérateur régularisant R;, (u, &pt) répondant à la 
fonction fo (w, æ) et à la valeur de l’opérateur de régularisation 
a = pt est optimal sur la famille F; et que la valeur Gopt eSt la 
valeur optimale du paramètre de régularisation sur cette famille. La 
solution régularisée de l'équation (4; 1,5) obtenue à l’aide de l'opé- 
rateur régularisant optimal sera dite solution régularisée optimale. 
Il est parfois impossible de trouver sur #; le facteur (algorithme) 
stabilisant optimal ; on indique alors un facteur « voisin » (dans un 
sens déterminé) de ce dernier. Il y a donc intérêt à considérer le 
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Problème 3. Estimer ® (z44,. /;; 2x, >) Sous la condition que 
PE Ua fe) KO, OÙ Zur — Ru, Gi), Zur, 12 — Ri2 (U, Ga), et 
Pg (1, f2) est une métrique dans #;. 

Les problèmes proposés (et leurs modifications) seront examinés 
dans ce chapitre et dans le chapitre suivant. 


$ 2. Ecart de la solution régularisée par rapport 
à la solution exacte 


1. Considérons de nouveau l'équation (4; 1,5). Soit u (t) = 
= Uez (t) + v (t), où v (t) est un bruit. Nous admettons que v ({) 
est une fonction aléatoire sans corrélation avec la solution cherchée 
Zex (t) et que son espérance mathématique est égale à zéro, v (t) = 0. 

On peut mettre la solution régularisée sous la forme 


2 (0 = | OT ne (w) exp (— iut) di + 


+ _ | J rer v (w) exp (— iot) do. 
Donc, 
Za (£) — Zex (t) = "9e ai {f (w, a) _—. 1} EX 


x exp (— ut) dut + [ Le v(w)exp(—iwt)dw. (4:2,1) 


Le premier terme du second membre de la formule (4; 2,1) caracté- 
rise l'influence de la régularisation (quand le second membre de 
l'équation est exact), et le deuxième, l'influence du bruit sur le 
second membre de l'équation (4; 1,5). 

Soit 


Ar(t, a) = ÿ {f (wo, a) —1} TE exp (— iwt) do = 


=— [ {f (wo, &)—1}zex (w)exp(—iot) do; (4; 2,2) 


Apr (#, = | a v(w)exp(—ivt) de. (4; 2,3) 
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Alors 
Za(t)—Zex (t)=A.t(t, a)+Ar(t, æ). 


On a montré au $ 1 du présent chapitre (voir théorème du point 5) 
que À, ({, a) tend uniformément en t vers zéro lorsque &« —>0. Puis- 
que v (£) est une fonction aléatoire, A}, ({, «) est aussi une fonction 


aléatoire, et son espérance mathématique est égale à zéro, Ai, (t, &) = 


Remarque. Si f (t) est une fonction (un processus) aléatoire, 
on dit que la fonction 


R(tys te) = f (ts) f (te) 


est la fonction d'autocorrélation du processus f (t). Pour des processus 
aléatoires stationnaires, la fonction d'’autocorrélation dépend seule- 
ment de la différence des arguments t, — t,: 


f(Df(+r)=R(). 
La transformée de Fourier de la fonction d'autocorrélation d’un 
processus aléatoire stationnaire f (t) porte le nom de sa densité 
spectrale S (w). Il est bien connu que sur l’axe réel la fonction S (w) 
représente une fonction non négative paire pour laquelle S (0) > 
Z> S (w) et S (©) —-0 quand © —+ © *). 

2. Dans la suite nous supposerons que v (t) est une réalisation 
d'un processus aléatoire stationnaire de densité spectrale S (w). 
Sous cette hypothèse, la variance de la fonction aléatoire A, (£, &) 
(variance de l'influence du bruit) est égale à 


Aîr(t, «)—=02(«) _— | PES (0) do, (4 ; 2,4) 


L (wo) = K (wo) K (—o). 
En vertu de la propriété 6;) de la fonction f (w, «&), il est évident 
que 6° (a) croît quand æ& —+ 0. Si 


S (w) 

FAT € Li (— 00, co), 
alors, lorsque & —>0, ©* (œ) croît en tendant vers une valeur finie 
o° (0). Au contraire, si 


S 
TEE Li(— 00, ow), 


alors ©? (&œ) —> oo quand & —>0. Des propriétés de la fonction 
f(w, «) il découle immédiatement que o° (&œ) +0 pour & —> co. 


*) A. Svechnikov. Méthodes appliquées de la théorie des fonctions aléatoires 
(en russe). « Naouka », 1968. 
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3. La métrique dans laquelle on estime l'écart de z,, (t) par rap- 
port à Ze, (t) est choisie conformément à la nature de l'information 
disponible sur le bruit intervenant dans le second membre de l’équa- 
tion. Si v (t) est une fonction aléatoire, il est logique de choisir une 
métrique probabilisée. 

Nous allons estimer l'écart de z, ({) par rapport à z., ({) par la 
formule 


DF (Za» Zex) = sup [Za (£) — Zex (t)Y. 
Soit 
Af(œ) = sup A (£, a). 
t 


Alors - 
T;(œ) — sup [Za (4) — Zex (té)? = Ar (@) + 02 (x). (4 ; 2,5) 


Lorsque & —>0, A (œ) —>0 (voir page 96) et o? (x) croît monotone- 

ment. Donc, pour un certain &« = «os *), T; (&œ) passe par sa valeur 

minimale. On dit que la valeur «&, est la valeur (C, f)-optimale du 

paramètre de régularisation. La solution régularisée :obtenue pour 

& = «&) Sera asymptotiquement la meilleure (pour & —>0) au sens 

de min 7; (œ) dans la classe des solutions régularisées correspondant 
œ 


à la fonction donnée f (w, «). 

11 y a intérêt à considérer les classes d'équations du type (4; 1,5) 
dans lesquelles on peut, en s'appuyant sur l'information relative à 
la solution cherchée et au bruit, déterminer la valeur, (C, f)-optimale, 
ou une valeur sensiblement voisine de celle-ci, du paramètre de 
régularisation &. De la définition elle-même de la valeur (€, f)-opti- 
male de &,, on voit que, si l’on veut calculer cette valeur, on doit 
savoir calculer A° (œ) et o° (&œ) pour de faibles valeurs de «, c’est-à- 
dire qu’on doit savoir rechercher les représentations asymptotiques 
des fonctions A (t, &«), A? (œ) et o° (x) pour &« —>0. Il est donc néces- 
saire de faire une estimation asymptotique des quantités Af ({f, a), 
A (a) et o* (œ) pour « —+0. Au $,3, de telles estimations seront faites 
pour certaines classes d'équations. 

4. Il peut sembler de prime abord que les estimations indiquées 
doivent être effectuées pour chaque facteur stabilisant f (©, «). 
On indique cependant (voir [14, 15]) des classes de facteurs stabili- 
sants dont tous les facteurs ont les mêmes estimations asymptotiques 
de A (é, a), de A? (œ) et de 6? (x) pour &« —>0. Il suffit donc d’obte- 
nir les estimations indiquées pour les seuls facteurs stabilisants élé- 
mentaires de chaque classe considérée. 


Définition. On dit que les facteurs stabilisants f, (w, &) 
et fa (wo, «.) sont asymptotiquement e-voisins si pour un & >> 0 donné 


*) Si cette valeur n'est pas unique, on prend la plus petite. 
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il existe un @&, (e) tel que pour un «, et un «&. inférieurs à @, (e) 
et tels que É — 1|< min {æ’, œ&?} on ait l'inégalité 
2 


Fee Les. 


Si l’on prend 
_ L (w) 
RCRS EN 


alors les facteurs stabilisants 
… L (w) 
ho M) = Torre * 
: L (w) 
Î2 (@, &)=T (w) + &2M (w) 


définis par les fonctions 
M, (o) =0"?, (4 ; 2,6) 
Ma (0) = 0 + gp + ee + Qos (4; 2,7) 


Go is {p-1 >°0, 


sont asymptotiquement e-voisins pour tout & > 0. 

9. Proposons-nous d'estimer la différence entre deux solutions 
régularisées de l’équation (4; 1,5) obtenues à l'aide de deux facteurs 
stabilisants asymptotiquement e-voisins f, (&@, æ,) et fa (@, Go). 
Il est évident que 


Ze, #, C) — Ze, 1, (4) 1 << 


1 (lo, a)  f2(u, œ) 
x | re re |leU)ld< 


1 s @ s no 
<td eu (E) Iles &e |] 2 (€) ras 

Du moment que les facteurs stabilisants définis par les fonctions 
(4 ; 2,6) et (4 ; 2,7) sont asymptotiquement e-voisins pour tout € > 0, 
il suffit, en considérant par exemple les solutions régularisées obte- 
nues à l’aide des stabilisateurs d'ordre p à coefficients constants, 
d’avoir les estimations asymptotiques des fonctions A? (t, œ), Af (œ) 
et 0° (œ) pour « —+ 0 seulement pour les solutions régularisées trou- 
vées au moyen des sfabilisateurs élémentaires d'ordre p, donc pour 
M (wo) = w°?. 


*) [1 (©) — Ps (o) IL, est la distance des fonctions m1 (w) et @s: (o) 
dans la métrique de L, (—0o0, co). 
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$ 3. Estimations asymptotiques de l'écart 
de la solution régularisée d’une équation du type 
de convolution par rapport à la solution exacte pour a —+ 0 


1. Nous allons déduire, après {9, 10], les formules asymptotiques 
de A,(t, a) et de o° (x) pour certains types d'équations de la forme 
(4 ; 1,5). Ces types se distinguent par le comportement asymptotique 
de la transformée de Fourier du noyau ÆX (w) pour | w | —> co. Quatre 
types d'équations seront examinés ici. 

I type. X (w) est une fonction rationnelle sans zéros sur 
l'axe réel, qui tend vers zéro pour & —> oo comme 

A 


ot ? 


où n est un entier positif. 

II° type. La fonction X (wo) a tous ses points singuliers (sauf 
le point à l'infini) dans un domaine borné. Pour tout B > 0 l'in- 
tégrale 


do 
L (w) 


S'y 3 


converge. Lorsque © —> , ÆX (w) a la représentation asymptotique 


i 
de la forme X (w) = H exp [Au |. oùm>i, A >0C. 

III type. Quand o —+ co, la fonction X (o) a la représentation 
asymptotique 


K (w) = H exp (—4w°), 
où H>0et À > 0. 


IVe type. Lorsque | & | —> , la fonction ÆX (w) a la repré- 
sentation asymptotique 


À 


w"(Inin ...ln|wl)}* ” 
me nr” 
s fois 


K (wo) — 


où À > 0, n,s, k sont des entiers tels ques >0,nr >0;sir >0, 
alors k est quelconque; si n = 0, alors k> 0, s> 0. 

2. Les problèmes suivants se réduisent aux équations à noyaux 
des types énumérés : 

— calcul de la dérivée d’ordre nr (I® type); 

— problèmes de régulation automatique (It type); 

— reconstitution des signaux électromagnétiques déformés par 
passage à travers un filtre à paramètres concentrés (capacité, induc- 
tance, résistance) (1 type); 
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— reconstitution des signaux électromagnétiques déformés par 
passage dans une ligne longue avec pertes (un câble, un milieu con- 
ducteur) (IIe type, m = 2); 

— reconstitution des signaux électromagnétiques transmis sui- 
vant une surface sphérique et captés dans la zone de l’ombre géo- 
métrique (Il° type); 

— reconstitution des signaux sonores propagés dans un milieu 
visqueux (III° type), et ainsi de suite. 

3. Admettons que la densité spectrale S (w) du bruit a sur l’axe 
réel, pour | & | —> , la représentation asymptotique de la forme 


S(a)=2, 


où a et S, sont des constantes, a >0, S,>0. Pour a=0 et 
S (w) = S, on a le « bruit blanc ». S, détermine le niveau du bruit. 

Nous allons nous borner, dans la suite, à considérer les repré- 
sentations asymptotiques des fonctions À, (t, &«) et o? (œ) seulement 
pour les stabilisateurs à coefficients constants g, (s) = q, = const. 
On a alors 


M (0) =? + gp? + ... + @0 
(pour un stabilisateur d'ordre p). 


Puisque les facteurs stabilisants 
fonctions 


L(w) 


Lw+aM (a) définis par les 


M, (©) =? +qp107 2 +... + 0 
M: (©) = w°? 


sont asymptotiquement e-voisins pour tout g > 0, conformément 
au $ 2 de ce chapitre, il suffit d'effectuer les estimations asymptoti- 
ques des fonctions A, (£f, æ) et o° (x), seulement pour les fonctions 
M (©) = &©”?. 

4. Estimation de A,{t,a) pour leséquations 
à noyaux du IT type. Pour un stabilisateur d'ordre p et 
M (©) = w°%, la solution régularisée de l'équation (4; 1,5) à second 
membre exact u.. (t) s'écrit 


Ê _L (u) zex (u) 


4 
Ze (1) = | Two raur 


exp (— iot) do 


ou bien 


a (= | Lo(t—tzer(mar= | Lo(E-zxtt—t) dé, (4: 3,1) 
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. L (w) L (o) exp (—iot) (— iot) . 
La(t)= +{ RP do (4; 3,2) 


est une fonction paire. Aussi 


za (#)= | Le (E){aes(t— D +2 (t+E)} dE. (453,3) 


U 


Cette dernière intégrale est égale à la somme des résidus de la fonc- 
tion à intégrer (multipliée par 2xi) en ses pôles situés dans le demi- 
plan supérieur (pour t << 0) et dans le demi-plan inférieur (pour 

> 0). Seuls seront pôles de la fonction les zéros du dénominateur 
L (©) + &w*P appartenant à l’un des deux types suivants: 

1) les zéros w,, qui tendent pour « — 0 vers les zéros de la fonc- 
tion Z (w); 

2) les z6r0s O4 qui tendent vers l'infini quand & ->0. Considé- 
rons la contribution des uns et des autres dans L, (t). 

Pour les zéros du premier type on a ©, —@, pour &æ —0. Si 
wo, est un zéro simple de la fonction L (w), alors 


res { “(ep ne — _L (ta) exp (— idiat) 


AC PE + (E) 
(D 


Obs 


(Oiæ — 41) - (a) 
1 exp (— ioit) +0 [(@ia — @1)?] = 


ET 4e do . 
= (43 — ©) exp (— iost) [1 +0 (&)] +0 [oi — 1)°]. 

Puisque 

(&)= L (a)+ au? =f (0,)+ (w—0) (LE), +0 [(ai—«}1, 

f(Gia)=0 et ZL(w)=0, 

on a 

0 — aw2P + [ (SE) + 2pauiP”{ | (Ga — 4) + O [(@ia — 04)?]. 
D'où 


Dia — 4 — 


5 — {1 +0 (a) +0 [(ois — 1} 1}. 
(= le 
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Donc, 
Oja — C4 re {1+0 (a)} 
(ee 
et donc 
Se 5 { 2e L (w) exp (—ivt) . — auf? 
7 Lo) +awr =, (2) 
do /w=o1 


X exp (— ioit) [1 +0 (œ)] = O (œ) exp ( — ist). 


Si ©, est un zéro d'ordre de multiplicité y, alors, en supposant 
que la fonction ZL (w) est (y — 1) fois différentiable, on trouve au 
moyen de calculs analogues que 


L (w) exp (— iwt) | : 
res ares db — O0 (œi/v) exp ( — iQit). 

Le nombre des zéros du premier type est fini et indépendant de @. 
C’est pourquoi la contribution des pôles du premier type wy%, à la 
fonction Z, (t) sera égale à O (a!/%), où y, est le plus grand ordre 
de multiplicité des zéros de la fonction L (o). 

5. Examinons la contribution des pôles du deuxième type @e. 
Puisque w., —> © pour &« —0, on peut, pour des & suffisamment 
petits, utiliser la représentation asymptotique de la fonction L (w), 


c'est-à-dire poser L (&) = | À [/w°". Aussi 
Séa (re L (w) exp (— iwt) _ IAF exp (—imsat) G2o 
_ L(o)+aur fou, 2gaw5t 
g=n+p. 


Ainsi donc, la contribution L., (t) des pôles du deuxième type à 
L,, (t) est égale (pour t < 0) à 

À |° ira EXP (— izat) 

Leo(t}= — 9 LA itga Exp (— izat) 

(=> ca 

où la somme est prise sur toutes les racines du deuxième type de 

l'équation ZL (w) + a«w*P = 0 (situées dans le demi-plan supérieur). 

Lorsque « est faible, on peut remplacer ces racines par les racines 

w® de l'équation 


? 


+ 7-0. (4 ; 3,4) 
Donc, 


io) exp (—iwl*)e) 
La(t)= — Y 2 (4 ; 3,5) 


R 
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pour { < 0. De même, 
io) exp (— io(A)e) 


Lio (t)= Y Re D (4 ; 3,6) 


LA 


pour { > 0. Ici les sommessont prises sur toutes les racines de l’équa- 
tion 24 3,4) situées dans le demi-plan supérieur (resp. inférieur) 
pour £ «0 (resp. { > 0). 

Quand &« —+0, rs racines o4 tendent vers l'infini le long des 
rayons 
1 
2q 


lak<En) et ja |= (LE) 


arg © — és 


Signalons que x + p racines de l’équation (4; 3,4) se situent dans le 
demi-plan supérieur et z + p racines, dans le demi-plan inférieur. 

Changeant dans (4; 3,3) L, (t) en L., (t), nous avons par la 
formule (4; 3,6) pour { >0 


e A +io exp(—iulE) 


Za = D ——— 57 — rex (EE) + ex (4 —E)} dé (4; 3,7) 


0 Rk=0 
ou 
4 © 
ra (= ge D, | (— io exp (— QE) [zx (EE) + zex (— EI} dE. 
k=0 0 


(4 ;3,8) 
Pour estimer ces intégrales, nous allons nous servir de la formule 
asymptotique 
Î (2 E) Bexp(— BE Œ=f (+21 (+0 (+), 
0 


valable pour de grandes valeurs de Re f >> 0 et cul s'établit par 


double intégration par parties. On pose B = iw®. Remarquant 
que la sommation dans la formule (4; 3,7) se fait enr sur les 


racines de (4 ; 3 4) situées dans le demi-plan inférieur, on a Re (iw®?) > 
> 0. On pose ici f ” = Zez (t). Il vient 


(= D {22e (9 +2 20 2x (+) } + O (Ia?) 
ur 0 


Comme 
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On &a 
= 
Zu (#) = 2ex (4) + 2 (LA) 0 Ho(sy. 


On a fait usage des relations 


cos Pers x) = 0, S sin n) EE 


0 k=0 sin (&) 


On obtient alors pour Af(t, «) la formule asymptotique suivante 
(pour œ —+> 0): 


M « 


7 
I 


Le 
q 


AZ (£, a)=+sin?() (5) 


D'où le 
Théorème 1. Pour une régularisation d'ordre p de l'équation 


(4; 1,5) à noyaux du premier type, on a (pour &« —>0) la formule 
asymptotique (4; 3,9) [10]. 


Ge A+ O GT). (453,9 


Cette formule reste vraie, en particulier, quand les stabilisateurs 
sont d’ordre zéro, p = 0. 

On sait [185] qu'avec les stabilisateurs d'ordre zéro la solution 
régularisée z, ({) de l'équation à second membre exact u., (f) ne 
saura pas en général approcher uniformément sur (—oco, oo) la 
solution exacte z,., ({) pour &« —>0. Du résultat obtenu ci-dessus 
(formule) 4; 3,9) pour p = 0), on tire le 


Corollaire. Si la dérivée de la solution cherchée z,., (t) de 
l'équation (4; 1,5) à noyau du I®% type et à second membre u = u,, (t) 
est uniformément bornée sur (—oo, co), alors la solution régularisée 
za (t) de on (4 ; 1,5) obtenue à l’aide d'un stabilisateur d'ordre p 

= 0, 1, 2, ...) approche uniformément, pour «x —0, la solution 
exacte zex (t) sur toute la droite (—co, oo). 


6. Estimations de A,;f(f, «) pour les équa- 
tions à noyaux des types II à IV. Pour les équations 
à noyaux des types II à IV ont lieu les théorèmes suivants: 


Théorème 2. En utilisant les stabilisateurs d'ordre p à coefficients 
constants pour la recherche de la solution régularisée de l'équation 


*) En posant y, < 2q. 


$ 3] ESTIMATIONS DE L’ÉCART DE LA SOLUTION REGULARISEE 11f 


(4; 1,5) à noyaux du II° type, on a les formules asymptotiques (pour 
æ —>0) suivantes [10]: 


A6 = ZA ( (Se) &@[1+0(5)], «:310) 
(2) 


ao) + (Se) Es [1+0(2)]. 
(4; 3,14) 


où 
Ce =2 cos (> a) Ben (=). 


Théorème 3. En utilisant les stabilisateurs d'ordre p à coefficients 
constants pour la recherche de la solution régularisée de l'équation 
(4; 1,5) à noyaux du IIIe type, on a les formules asymptotiques (pour 
4 —>0) suivantes [10]: 


a nés ("Se [t+o(p)T w:349 


+ 1 


A, «(4 a=y 21 mr | FE [i+0o(+)], &:3,1) 


APH3 
Ba = In PA |: 


Théorème 4. En utilisant les stabilisateurs d'ordre p à coefficients 
constants pour la recherche de la solution régularisée de l'équation 
(4; 1,5) à noyaux du IV® type, on a les formules asymptotiques (pour 
a —>0) suivantes [10]: 


1 


_ 1 _æ "24 des ea (4 ; 3,14) 
ne q sin (3) (& fi) a L1+0($)]. 
; < mi 
q Ptlzez 
se Pas (EE) mer; Ve d)  Swef[i+o(s)], 
où (4 ; 3,15) 
1 
B,= In In m[(+) “| 
s fois 


Pour la démonstration des formules de A, (4, «) figurant dans 
les théorèmes 2 à 4 on procède de la même façon que pour le théorème 
1, par. calcul des intégrales correspondantes à l’aide des résidus: 
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seulement ils sont plus encombrants (voir [10, 13]), et nous omettrons 
de les donner ici. 

7. Estimation deo*(«) danslecasdeséqua- 
tions à noyaux des types I à IV. Lorsque 


L (w) 


1@ = : 


la formule (4; 2,4) devient 


( L (w) S (w) dw 


2 — = ne 
s@)=s ) (L@)+aM 


(4 ; 3,16) 


On déduit immédiatement de cette formule que pour les équations 
à noyaux des types I à IV (en posant pour le I et le IVe types 
n > max (œ; 1/.)) on a o? (œ) oo quand &« —+0. D'autre part, 
l'intégrale (4; 3,16) converge pour tout & => 0 fixé. Ce sont donc 
les fréquences élevées w qui apportent à l’intégrale (4; 3,16) la con- 
tribution principale lorsque le paramètre & est petit. Ceci établi, 
mettons l'intégrale (4; 3,16) sous forme d’une somme de deux inté- 
grales : 


1 1 
(a)=- [+2 | ee 


@o 


On choisira w, suffisamment grand pour pouvoir substituer aux 
fonctions L (w) et S (w) leurs représentations asymptotiques quand 
© > @o. Alors, pour M (©) = w°P, on a 


Las-S 
er {er — Tu tasne } do + 


+ | Las Sas do 
21° À (Las + au P}3 


En posant S (0) = D-S, (D > 0) et en se rappelant que S (o) < 
< S (0) see tout w, on trouve directement que pour & —+0 


fair LasS as 
7e TS 7 (Las + aw°P) 


} du = S5-0 (1). 


Ici Sas (©) et Las (©) sont les valeurs des fonctions S (w) et L (w) 
calculées par les formules asymptotiques correspondantes. 
Par conséquent, 


c'(a) = S-0(4)+1, (4; 3,17) 
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et il reste à trouver l'estimation (pour « —>0) de l'intégrale 


OA À Las-Sns do | 
= (Las awP} * (4 ; 3,18) 
0 
Pour les équations à noyaux du I® type l'intégrale Z, s'écrit 


1 ( Sgu-2ad0 
I; == 


21° 2 œ à 2 
0 1 A4F° (+ ut) 


et se laisse calculer de façon exacte moyennant le changement 


— _« 2 : 
nl PTE) ©. I] vient 
2n-2a+1 
__1__So_[fl4F D Lu PME  .. ÿ2-340 
h= T7 ae ( œ ] 2 sin ( PTE s). (4: 8,19) 
2q 


On a donc le 


Théorème 5. Pour les équations à noyaux du I® type la variance 
0° (x) de l'influence du bruit dans une solution régularisée se calcule 
par les formules (4; 3,17), (4; 3,19) et tend vers l'infini quand «a —+0. 

8. Pour les équations à noyaux du Ile type on a 


©0 
1 L.S do 


1 c Las” Sas do 

2 a EE ed 18 718 7 

Û (œ) 27 (L + aœw°P)? 27° | (Las + aw*P)# ? 
0 &Wo 


en choisissant w, comme au p. 1. 
Il est évident que pour &« —0 


L.S do 


| Tasse 0 (U 


Ainsi donc, 


0° (a) = So°0 (1) + I, (4; 3,20) 


à 


ou 


[.— ( Las: Sas do 
27 27° (Las + Gu*P)3 
@0 
On peut récrire la fonction intégrée dans 7, sous la forme w F7 (wo, a). 
La fonction F (w, &) accuse un maximum bien net, dont la position 
&, tend vers l'infini quand &« —+ 0. Pour estimer 7,, on peut employer 
la méthode du col. Le nombre w, s'obtient de l'équation 


8==1040 
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0F (w, a)/ôw = 0 que l’on met sous la forme 
au K° (w) —K; (w) K?(w) —2pa?-1Ki(&)=0, (4: 3,21) 
avec .: 
K, (&) = H exp[—0,5Cm (4) " ] = {L (w)}". 
Puisque, pour des w grands, on a 
©X, (w) > Æ; (wo), 
on peut remplacer l’équation (4; 3,21) par l’équation 
L (©) = aw?. (4 ; 3,22) 
Il est facile de voir que l'unique racine positive w, de cette équation 


vérifie la formule 
a+(E){+0(É) dis 


Cm 


Appliquant la méthode du col au calcul de l’intégrale Z., on 
obtient 
mSn-@17°P—2a 
QE — 
AV Che (os) 
ce qui donne, avec la formule (4; 3 ) 


2p+2a-— 14 


een (GS i4o(E)]. 182 


On a donc le 

Théorème 6. Pour les équations (4; 1,5) à noyaux du IIe type la 
variance 0° (x) de l’influence du bruit dans une solution régularisée 
obtenue à l'aide du stabilisateur élémentaire d'ordre p (M (wo) = w‘?P) 
se calcule par les formules (4; 3,20), (4; 3,24) et tend vers l'infini 
pour «a 0 comme J.. 

9. En procédant dans le même ordre, on établit les théorèmes 
suivants. 

Théorème 7. Pour les équations (4; 1,5) à noyaux du IIIe type la 
variance o° (x) de l'influence du bruit dans une solution régularisée 
obtenue à l'aide du stabilisateur élémentaire d'ordre p se calcule par 


la formule 
0? (æ) — So°0 (1) + Zs, (4 ; 3,25) 
dans laquelle + 
0 4 Q-2p-2a-1 1 ; 
= ya D (1+0(G)]. G:32 


Théorème 8. Pour les équations (4; 1,5) à noyaux du IVe type 
la variance 6° (x) de l'influence du bruit dans une solution régularisée 
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obtenue à l’aide du stabilisateur élémentaire d'ordre p se calcule par la 


formule 
ds 0° (a) = S9-0 (1) + Z:, (4; 3,27) 
ns laque 
1——) SAT ss 2p+2a 1 
Et) pre) ON * [of] 
(4 ; 3,28) 


10. Les formules (4; 3,9) à (4; 3,15) et (4; 3,17), (4; 3,19), 
(4 ; 3,20), (4 ; 3,24) à (4; 3,28) permettent de tirer de la condition 
A? (æ) = 0? (a) 
une valeur de & voisine de sa valeur (C, f)-optimale, que nous appelle- 


rons presque optimale et désignerons par &p.,. La recherche de &.o 
nécessite la connaissance de la borne supérieure exacte de | z, (£) | 


d®Ptlzez | 
ou de | era |- 
Soit par exemple sup | ze, (£) | = B,. On tire alors des formules 


(4; 3,9) et (4: 3,19) 


2q 


Lo [TT 2n-2a+3 
ao. =|4p Q- Se 2p+20—1 sin (37) 
Des ie an2B?  |AË 2p+2a—1 x) ; 
2q 

Remarque 1. Si l’information dont on dispose porte sur la 
borne supérieure du module de la dérivée première de la solution 
exacte | ze, (£) |, il y a lieu de se servir pour la recherche de «&,, 
des formules (4; 3,9), (4; 3,10), (4 ; 3,12), (4; 3,14) et respectivement 
(4 ; 3,19), (4; 3,24), (4; 3,26) et (4; 3,28). Si l’information porte sur 
le module de la dérivée d’un certain ordre (2p, + 1), la solution 
sera cherchée en employant un stabilisateur d'ordre p,, et la recher- 
che de &»., devra s'effectuer en utilisant les relations tirées de la 
formule 


oc? (x) = A; (a), 


ainsi que les relations (4; 3,9), (4; 3,11), (4; 3,13), (4; 3,15) et 
respectivement (4; 3,19), (4; 3,24), (4; 3,26), (4; 3,28). 


Remarque 2. Dans [44], on trouvera, pour certains cas 
examinés dans ce chapitre, d’autres estimations de l'écart de la 
solution régularisée par rapport à celle exacte quand M (w) = w°. 

Dans [79], on considère les estimations asymptotiques de l'écart 
de la solution régularisée par rapport à celle exacte pour le cas d’une 
équation intégrale unidimensionnelle du type (0; 1,1) qui n’est pas 
une convolution. 


8* 


CHAPITRE V 


SUR QUELQUES OPÉRATEURS RÉGULARISANTS 
OPTIMAUX POUR LES ÉQUATIONS INTÉGRALES 
DU TYPE DE CONVOLUTION 


1. Admettons que le second membre w (t) de l’équation 
Az= Î K(t—T)z(t)dt=ut(t) (9 ; 0,1) 


contient un bruit aléatoire v (£) et représente donc une fonction aléa- 
toire. Les solutions régularisées de l'équation (5; 0,1) 


Za (t) = Ry (u, à) 


seront elles aussi des fonctions aléatoires. Nous allons estimer leur 
écart par rapport à la solution exacte z., ({) (ou bien entre elles) 
dans une métrique probabilisée (ainsi qu'il a été fait au ch. IV), 
en posant 


Dr (Za, Zex) = (Za — Zex)”, (5 ; 0,2) 


la barre symbolisant l'espérance mathématique. 
:‘4 Après avoir défini de cette façon la métrique dans F, nous allons 
considérer les solutions régularisées obtenues à l’aide des facteurs 
stabilisants de la forme 
_ L (wo) 
fo, = : 


, 2. Dans le chapitre présent, on cherchera parmi les solutions 
régularisées de ce type la solution optimale au sens de la métrique 
(5; 0,2). Il sera montré que l'opérateur de filtration optimale au 
sens de Wiener est un opérateur régularisant appartenant à la classe 
décrite au ch. IV. Pour les équations à noyaux des types ÎÏ et II 
(voir $ 3, ch. IV), on dégagera la solution régularisée optimale dans 
la classe des solutions obtenues à l’aide des stabilisateurs élémen- 
taires d’ordre p (avec M (w) = w°P) et l'on examinera les écarts 
vi RE non optimales par rapport à la solution optimale 
11, 14 
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3. Il est à noter qu’en cherchant la solution de l'équation 4z = u 
par rapport à la fonction z ne dépendant que d'une variable, {, on 
peut se trouver dans deux cas différents, c’est-à-dire que le problème 
peut se poser de deux façons. 

Dans le problème du premier type, la fonction u = u., (t) est 
une fonction déterminée; on cherche donc une solution déterminée 
Zex (t). Si l’on ne connaît pas la fonction u,, ({) mais son ô-approxi- 
mation u (t) = ue, (t) + v (t) telle que puy (u, uex) < 6, on ne peut 
chercher qu'une solution approchant z,, ({). Le bruit v ({) est géné- 
ralement une fonction aléatoire. 

Dans le problème du second type, u., ({) est une réalisation d’un 
processus aléatoire; il s’agit de trouver une réalisation d’un autre 
processus aléatoire, z., ({), lié au premier par la relation Az,, = ue. 
Si au lieu deu... (t)onaut(t) = u,, (t) + v (t), où v (ft) est un bruit 
aléatoire, on cherche une « solution » voisine de z,, (£). 

La résolution d’un tel problème est basée essentiellement sur 
l'exploitation d’une information supplémentaire relative à la solu- 
tion cherchée et au bruit. Nous allons distinguer les cas où sont 
connues 

a) les densités spectrales de la solution”et du bruit ; 

b) les lois de distribution des probabilités de la solution et du 
bruit. 

Dans le chapitre présent, la solution régularisée optimale” au 
sens défini ci-dessus et les estimations de l'écart de la solution régu- 
larisée non optimale par rapport à celle optimale seront cherchées 
relativement aux problèmes du second type, avec l'exploitation de 
l'information connue a priori du type a). On fait l'hypothèse que 
v (t) et la solution cherchée sont des réalisations de processus aléa- 
toires non corrélés. Par S (w) et V (w) sont désignées les densités 
spectrales respectives des deux processus. 

Nous indiquerons une méthode de recherche approchée des repré- 
sentations asymptotiques des fonctions S (w) et N (w) pour © — co. 

Les cas d'exploitation de l'information supplémentaire du type 
b) sont étudiés dans les travaux [179 à 181]. 


$ 1. Solution régularisée optimale. Lien de la méthode 
de régularisation avec la filtration optimale au sens 
de Wiener 


1. Soit z., (t) la solution exacte de l'équation (5; 0,1) à second 
membre u = u.., (t), c'est-à-dire que Az,, = u,, (t). Nous admettons 
que u(t)=u.,. (t)+v(t). Nous allons examiner les solutions 
régularisées de l’équation (5; 0,1) de la forme 


1 Ê K(— 
(= ge | Loreires exP(— it) du Rir(u, a), (531,1) 
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où la fonction —À(—%) appartient à L,(—oco, co) pour tout 
L (w)+aM (w) 3 k 


a > 0. L'opérateur Ru (u, «) se trouve défini par la donnée de la 
fonction # (w). On peut le mettre sous la forme d’une convolution 


Ru (u, &)= | La(t—vu(rdr, 


LA  Æ(—o  _, 
La (£) 97 Lo) +aM(o) exp (— iwt) do. 


2. Parmi les opérateurs de ce type, on peut trouver un opérateur 


Rm, (u, a) tel qu'il minimise la quantité [z, (£) — 2,4 (1)}°. En effet, 
il est évident que 


Ze (9) — 2x (= À {PE 2er (a) } exp (— ot) du = 


L{w)+aW () 
1 À [A (0) [uex (0)+0 (0) _ jt) do — 
= 7x | (To ee 2 (0)} exp (— int) do= 
_ 41 À [Lo 2er (0)+K (—0) v () = 
= | (are 2x (0)} exp (— int) do = 
“ht = CN \u)tes (0) PE 0)7 10) exp (—iwt) do 
27 L(0)+aM (w) L (w) + M (w) ° 


car Uezr (0) = Æ (wo) zx (©). Aussi 
[Za (£) — 2ex (£)J2 — 


_4 ( — aM () 2ex (0) -+ Æ (— 0) v (&) 
27 


— D a M (0) exp (— iot) do x 


K 1 C — QM (0°) Zex (©) + À (— ©") v (w') 
21 | L (w’)+aM (w') 


exp (— iow't) do’ = 


_ _1 (( a (w) M (w') Zex (u) £ex (+ (—0) K (—u)v (vu , 
SE [L w) + aM ()] [2 Co) + a (w)] 


X exp [ — à (w<+ w’) t{] do dw”, 
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parce que v (w) = v (w&’) = 0. Pour les processus aléatoires station- 
naires On à Zex (@)-Zex (&’) = N (©) Ô (© + w’) et v (w) v (w°) = 
= $ (w) Ô (© + w’), où Ô (© + w’) est la fonction delta de Dirac. 
En intégrant dans la dernière intégrale double par rapport à la varia- 
ble w” et en appliquant la propriété de la fonction de Dirac et la 
parité des fonctions M (w) et L (w), nous obtenons la valeur de l'écart 


zu (D — 2x (DE =T (aM), 


__ c a2M2 (w) N (w)+LZL (w) S (w) | 
TOM = ge | uraur -% (6:12 


Etant donné que cette fonctionnelle doit passer par le minimum 
sur une des fonctions M (w), on trouve par des calculs élémentaires 
que le minimum a lieu sur la fonction 


M (0) =Mo(o) =+ + 


"&œ N(u) gl 


; RCA EL. C S3 (o)+Z (w) N (©) S (w) 
Le OR Or | FULL rer 
Ainsi donc, l'opérateur Ry (u, &) de la forme (5; 1,1), minimisant 
l'écart (5; 0,2) de la solution régularisée z, (t) par rapport à celle 
exacte Zex (£) et répondant à la fonction 


LL ___1FS (w) 
Mo) =Mo(o)= Ter » 
ne dépend pas de «& et se présente comme suit: 
1 Ÿ Æ(— 
Ru) = RE exp (— ivt) des. (5; 1,3) 
“oo L)+F 


La solution approchée (régularisée) de l'équation (5; 0,1) zopt (4), 
obtenue à l’aide de cet opérateur, ne dépend pas du paramètre « 
et a pour formule 


1 Ÿ K(— | 
Zopt (£) = | RE exp (— iot) do. (9 ; 1,4) 


Elle sera appelée solution régularisée optimale de (5; 0,1). Elle coin- 
cide avec le résultat qu'on obtient par l'emploi de la filtration opti- 
male au sens de Wiener pour la recherche de z (ft) si le second membre 
se présente comme u (t) = u., (t) + v (t) [220]. Pour cette raison, 
l'opérateur Rm, (u) sera appelé aussi opérateur de filtration optimale 
au sens de Wiener. 
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Remarque. La recherche de la solution régularisée optimale 
nécessite la connaissance des densités spectrales du bruit et de la 
solution cherchée. Dans les problèmes pratiques aboutissant à l’équa- 
tion (5; 0,1), on dispose souvent d’une information permettant de 
trouver $ (w) (du moins approximativement). En ce qui concerne Ia 
densité spectrale de la solution V (w), on fait généralement des 
hypothèses dont la validité est à établir au cours de la résolution 
du problème. Au $ 3 de ce chapitre, on envisage une méthode de 
recherche approchée des représentations asymptotiques des fonctions 
S (w) et V (w) pour © —+ dans l'hypothèse de l’ergodicité des 
processus aléatoires. 


3. La formule (5; 1,1) définit des familles (classes) monopara- 
métriques d'opérateurs régularisants linéaires. Chacune de ces fa- 
milles se définit par la donnée d’une fonction M (w) vérifiant les 
conditions a), b), c), d) énumérées au $ 1, ch. IV. Nous venons donc 
de démontrer le théorème suivant: 


Théorème 1. Parmi les fonctions M (w) ayant les propriétés a) à d) 
du $ 1, ch. IV, on trouve une fonction M, (w) telle que la famille mono- 
paramétrique d'opérateurs régularisants Ru, (u, «) contienne l'opé- 
rateur de filtration optimale au sens de Wiener. 


L'importance du théorème 1 consiste premièrement en ce que 
l'opérateur de filtration optimale est inclus dans une famille d’opé- 
rateurs stables qui dépendent de façon continue du second membre 
u (t) de l'équation (5; 0,1). Donc l'opérateur de filtration optimale 
est stable, c'est-à-dire continu par rapport à uw sur n'importe quel 
second membre exact fixé. Deuxièmement, de ce théorème et du 
$ 3, ch. IV, on déduit qu’à de faibles écarts de la fonction M (w) 
par rapport à la fonction S (w)/V (w) (au sens du e-voisinage asymp- 
totique des facteurs f (w, &«) correspondants) répondent de faibles 
écarts de la solution régularisée par rapport à celle optimale. Cela 
permet de chercher les solutions approchées de (5; 0,1) voisines de 
celle optimale en utilisant des algorithmes plus simples de construc- 
tion de la solution régularisée. 

Dans bien des cas, on arrive à calculer la densité spectrale du 
bruit S (w) (en général, de façon approchée) en utilisant l'information 
sur le bruit; par contre, la densité spectrale de la solution cherchée 
N (w) est inconnue. Il est donc impossible, en règle générale, de 
construire une solution approchée au moyen de l'opérateur de fil- 
tration optimale. Pour cette raison il y a intérêt à chercher la possi- 
bilité de substituer à l'opérateur régularisant optimal (opérateur 
de filtration optimale) un opérateur « voisin » que l’on construit 
sur la base d’une information moins riche connue a priori. On montre- 
ra au $ 3 de ce chapitre la possibilité de trouver avec toute précision 
voulue les représentations asymptotiques des fonctions S (w) et 
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N (w) d’après la famille de solutions régularisées des équations du 

Ie et du II° type, dans l'hypothèse de l’ergodicité des processus 

aléatoires stationnaires envisagés. On utilisera pour cela les opéra- 

teurs régularisants élémentaires d'ordre p (avec M (w) = w‘P). 
4. Si M (w) = w°P (p n’est pas supposé entier, p > 0), alors 

T («a M) sera fonction des paramètres & et p. Désignons-la par T («, p). 
En posant dans la formule (5; 1,2) M (w) = w, on trouve 


C L-S -dw 1 ( ac'o$PN .dw . 
T (a, P= 7 | Tres +2 | (L+aw’P}: * (5; 1,5) 
Quel que soit p > 0, la deuxième intégrale dans (5; 1,5) 


a°4P. 
AZ (x) = a°« AË LE 


(L 


tend monotonement vers zéro pour & —>0 *), alors que l'intégrale 
1 C L.S-dw 

2 an ER Re 

oz (L + œuwry 


croît monotonement. 
En outre, A? (00) = oo et o° (co) = 0. Aussi, pour toute valeur 
fixée de p, la fonction 


T (&, p) = o* (a) + A° (a) 


admet-elle un minimum pour une certaine valeur de & = &popt **) 
que nous appellerons valeur p-optimale du paramètre de régularisa- 
tion &. Elle se définit de la condition 07/0a = 0 qui est en l’occur- 
rence de la forme 


C a-L-N -c6P C S-L-w°P du | 
ours 0 | ous: CO) 


I1 est évident que &>opt est fonction de p, &popt = & (p). Donc, 
T (@p-opt: P) = (p). (2 ; 1,7) 


9. Examinons certaines propriétés de la fonction 4 (p) pour les 
équations à noyaux X ({) dont les transformées de Fourier sur l'axe 
réel pour © —> co admettent la représentation asymptotique de l’un 
des quatre Se suivants: 


1) K(w)=—<, n>0 (I type); 


*) La démonstration en est la même que pour A, (t, &) au chapitre IV. 
++) Si cette valeur n’est pas unique, on retient la plus petite. 


122 SUR QUELQUES OPERATEURS REGULARISANTS OPTIMAUX (CH. V 


1 

2) K(o)=HwYexp(—(iw4)”" )}, A>0, v>0, H>0, m>0 
(I type) ; 

3) K(w)—Hexp(—A4w), A>0, H>0 (III type); 
RÉ e 
4) K (w) dal lot n>0,k=>0,n+k-0 (IV° type). 

s fois . 

Ï1 sera supposé en outre que les densités spectrales W (w) et S (w) 
admettent sur l'axe réel, pour w —>- co, les représentations asympto- 
tiques de la forme 


N (wo) = 2, b> 0: S (w)=— FT a >0. 


Considérons les estimations asymptotiques des intégrales 


( autPN du 4 S-L do 
Ma =r | ram % (a) = Hier TEawre * 
0 


$ 2. Propriétés de la fonction , pour les équations 
à noyaux des types I à IV 


1. Noyaux du I* type. Reprenant les raisonnements du 
$ 3, ch. IV, on trouve 


1 C 20HPN as d 
sta) | de + or, 
0 
1 (  SasLasd 
= | queue +0 (So) 
0 


les symboles f,, signifiant comme auparavant que f (w) se calcule 
pour tous les w par des formules asymptotiques. On écrit donc 


© 00 
1 OPNas No ( at4p-2b do : 
On: (Las tauwP?}?  2n| AN (1+ œ 4)” q=p+n. 
Û 0 PE 
Cette intégrale se calcule par substitution zx — TAF ©6%#)., En procé- 


dant ainsi, on 7. 


A? (œ) = me ( NU PTETS sin — LE) +0 (@), (5; 2,1) 


*) I. Ryjik, I. Gradstein — Tables des intégrales, sommes, séries et produits. 
&e édition (en russe). Moscou, 1962, p. 307. 
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où 
2b—1 
TT x 
Le calcul de 0° («) est analogue: 
S 1 = 
P(a)= re Un) (Er) "+O(S), (5: 2,2) 
où 


2n—2a+1 
U = nu & 
Donc, lorsque &« —>-0, on a pour les noyaux du If type 


T(æ, p)}=C4 (r) +c (HF) ” So+0 (&+ 0 (80). (5 ; 2,3) 


où 


GT. Gs  : he 
17 4ng sinyr ” 2?  4ng|AÏ sinux 
Soient quatre nombres non négatifs p, nr, b, a vérifiant les con- 
ditions 
O<y<i, O<up<i et b>2e (5; 2,4) 


qui impliquent les relations 

1) 2>1; 2 <2n + 2p +1; 

2) 2a <2n +1; 2p > 1 — 2a. 

Il découle de ces exigences, en particulier, que dans le cas du 
bruit « blanc » (a = 0) on doit employer un algorithme régularisant 
d'ordre p > !/,. 

Les quantités b et n caractérisent le degré de régularité de la 
solution cherchée et du noyau Æ (t). Comme le montre l'inégalité 
2b << 2n + 2p + 1, dans le cas où nr << b, on ne peut pas choisir 
l'ordre de régularisation p de façon arbitraire. Signalons que p, n, b, a 
ne sont pas nécessairement des entiers. 

Utilisant la formule (5; 2,3) et ne retenant que les termes prin- 
cipaux, on tire de la condition 0T/dax = 0 la valeur p-optimale de 
a *): 

1 


 [u Coe\vt _ 
dpont=| AP (5 TES) (5 : 2,5) 


ou encore 
1 
S 1—4u sinvyr \W+h 
pt=|AÀ| DAT Ÿ 1— 7 sin LT d (5 ; 2,6) 


*) On obtient la même valeur de & à partir de l'équation (5; 1,6), en cal- 
culant les intégrales dans celle-ci avec la même substitution z = «9. 


a 
| À |* 
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Portant cette valeur &>opt dans la formule (5; 2,3), on trouve 


_— 
D (D) =T (pont = (ÈS) "".(1+2)0, (6:27 


ou 


; 
_ v\ No 1—7 m(ÎÂ—nu) sin yx So v+b 

v(p)=(1+7) 4q1n sin yx vy(1—7Y) sinuxr NolAj } 
(5 ; 2,8) 


Il est évident que y = y (p), u = u (p). La valeur  (p) est la mini- 
male des valeurs moyennes possibles (pour différentes valeurs du 
paramètre de régularisation «) du carré de l'écart de la solution 
régularisée z, (t) par rapport à la solution exacte z., ({) pour une 
régularisation élémentaire d'ordre p. Comment varie ce minimum 
d’écart avec la variation de p? La réponse est fournie par le 


Théorème 2. Pour les noyaux du I® type, la fonction 7% (p) 
possède les propriétés suivantes: 

1) elle a un minimum unique pour p = po = b — a; 

2) elle croit monotonement dans le domaine de p > p, et, lorsque 
p — ©, tend vers une limite finie 1 (oo) égale à 


ÿ(o)= Ÿ (Po) NT ; (5 ; 2,9) 
Ÿ° (Po) __ y (1—y) my 4 y 
L Ÿ (po)  (2b—1)2 À sin? (xy) 1 y) } : (5 ; 2,10) 


y=., Yo=Y(Po); Lo—=U(Po). 


Démonstration. Par calcul de la dérivée logarithmique 
de la fonction vw (p), on trouve 


’ 2 LE 
POP)=V() 2" 0h), 
où 
__ À 1 1 1 sinfr(y+nu)] 

PRE À Pin Gain (un 
Puisque y et u vérifient les conditions 0 << y <1,0<p<1, la 
fonction (p) est positive pour toute valeur de p. La fonction 
p (y, L) assujettie aux contraintes mentionnées sur y et u ne s’annule 
que pour y (p) + u (p) = 1, c’est-à-dire pour p = po = b — a. 

La propriété 1) est démontrée. 
Dans le domaine des p > p, la fonction  (y,"u) reste positive. 
Par conséquent, 1 (p) croît monotonement dans ce domaine. 
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Utilisant la formule (5; 2,8), on trouve directement par passage 
à la limite 
…. 1 No So Vo 
POo)= ET ÜMoiA } 


D'autre part, 


___ Yo(1— Yo) So vo No 
Ÿ (Po) = 2x sin (Yo) Nol4/? lo (2b— 1) - 


Ces formules impliquent (5; 2,9). 
La propriété 3) s'établit par calcul direct au départ de la formule 
(5; 2,8). 


Corollaire 1. Pour tout pi> p, est vérifiée l'inégalité 


% (p)}— + (Po) < Yo 


= Ÿ (Po) 1—%0 


Ainsi donc, l'écart quadratique minimal Ÿ (p) que donne une 
régularisation d’un ordre arbitraire p > p, s'avère peu différent de 
l'écart quadratique minimal # (p,) correspondant à la régularisation 
d'ordre optimal p,. Donc, pour des valeurs suffisamment petites de Yo, 
il est loisible de procéder à la régularisation d'un ordre arbitraire et 
assez grand p > p,. Notons que le paramètre de régularisation « 
doit être pris dans ce cas égal à &p-opte 

On dit que l'opérateur 


Az= | K (t—7T)z(T) dt 


est fortement lissant (10, 11] si n est sensiblement supérieur à b et 
à a, c'est-à-dire que nr © max {b; a}. 


Corollaire 2. Pour un opérateur Az fortement lissant, le 
minimum de la valeur moyenne de l'écart quadratique de la solution 
régularisée par rapport à celle exacte, c'est-à-dire la fonction 1% (p), 
est peu dépendant de l'ordre de régularisation p. 

En effet, dans le cas considéré la quantité 


__  2b—1 
V0 — Zn 25 — 2ai 
est petite. 

Le stabilisateur élémentaire d'ordre p, sera appelé le meilleur 
stabilisateur élémentaire. On conçoit donc que pour un opérateur Az 
fortement lissant, on peut employer dans la pratique des calculs un 
stabilisateur élémentaire d’un ordre p quelconque suffisamment élevé 
(p > Po), et non nécessairement le meilleur. 
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Remarque 1. On peut aussi estimer la relation Ÿ (P)—V (po) 


0) 
en faisant jouer la propriété 3) de la fonction w (p) du théorème 2. 
On a 


D(P\— (po) D (P—Po* y A— 1 y _ _4___À } 
Vo (Po) 2 (2b—1)* U sin* (xy) (1— y)? 

La valeur de & = &hopt (p) répondant à une régularisation d'or- 
dre p = p, Sera dite valeur optimale du paramètre de régularisation 
et sera notée 

Xopt —= Æp-opt (Po): 

Il est évident que pour les équations à noyaux du Î°' type 

opt — = SoNo. 


La solution régularisée Zpt ({) trouvée par une régularisation 
d'ordre p = Po; Pour & = opt, Coïncide avec la fonction zf.0o. (t) 
obtenue par filtration optimale au sens de Wiener: 


Zopt (£) — Zt,o. (4). 
Remarque 2. Il résulte des formules (5; 2,1) et (5; 2,2) 
qu’on a pour P = Po Et & —= Gopt 
S(Gopt) _ _ 2b—1' 
A? (&opt) 2n—2a+1 —ÿ: 
Ainsi donc, pour des opérateurs fortement lissants (n © a; b), 
à l’utilisation d’une régularisation d'ordre optimal p, à paramètre 


de régularisation optimal (œ = opt), L'écart T (&opts Po) est dü 
principalement à la régularisation et non pas au bruit. 


2. Noyaux du Il°et du III: type. En s'appuyant 
sur les considérations exposées au début du p. 1, on peut remplacer 
l'équation (5; 1,6) servant à déterminer &,cpt par l'équation 


© © 
aN, cP-2bL,S (w) do wP-3al,, (u) dw 


os tu)+aurr)5 00] Trou (32,11) 


0 
En calculant l'intégrale 


_ ( 2P-28Las 
= | Rires d 
0 


par la méthode du col, on trouve 


” wiP-Ÿ8L a (w4) ] / x _ 
7 {Las (01) + awiP}s [ | f (os, a) | TO )] j 
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w?P?aL,, (0) 


fa Q@, ) = pra autre ? 


fi (©, a) est la dérivée seconde par rapport à ©. Ici w, est racine de 
l'équation 


(—2Las + ao) Ps — PE Ge Pe Lay + PE LE = 0. 


Il est évident que w, = &, (a) et w (a) + pour a +0. 
Vu que 
__SPTPLas (©) __ 2p-2b ee 
{Las (©) + auw?P}s = *2 exp [+ fs (o, a) | ” 


l'intégrale 


I œtpr? _@tPbLse du 
EE (es (Las + aw°P)$ 


se calcule elle aussi par la méthode du col; on obtient 


wiP-?8L, (wi) 


a — 3 
D TT __,2p-2b0+2 2 
{Las (01) + a0°P}5 [y Fr af 4 "+0 ( )] 


Portant les valeurs de J, et de Z, dans la formule (5; 2,11) et ne rete- 
nant que les termes essentiels, on aboutit à l'équation suivante pour 
la détermination de &popt : 


S m2p—-2b+2 
œ= 7 {oi (a)} bi” 


Pour p = Po On à opt = So/No- 

On a vu au p. 1 que plus n est grand, c’est-à-dire plus l’ordre de 
décroissance de X (w) est élevé pour © — , moins grande est la 
différence 7 (p) — 7% (p:s) pour p > Po, donc moins prononcée est 
l'influence exercée par l’ordre de régularisation p sur la fonction 
+ (p) et, partant, plus légitime est de remplacer l’ordre de régulari- 
sation optimal p, par un ordre quelconque p > p- 

Dans le cas des équations à noyaux du IIe et du IIIe type, la 
fonction À (w) a pour © — œ un ordre de décroissance plus élevé 
que n'importe quelle puissance d’exposant négatif w-". Aussi peut-on 
considérer l'opérateur Az à noyaux du II ou du III type comme 
fortement lissant. Par conséquent, à cet opérateur s'applique le 
corollaire 2 du théorème 2 de ce paragraphe. 

Dans le cas des équations à noyaux du IVE type, c’est l’exposant 
de puissance »r qui joue le rôle prépondérant, et non les quantités s 
et 4. Nous omettrons de donner ici les calculs correspondants que le 
lecteur trouvera dans [13]. 
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Remarque 3. Les résultats analogues à ceux des $$ 1 et 2 
restent vrais aussi pour des équations intégrales multidimensionnelles 
de première espèce du type de convolution (voir (144, 1451). 


$ 3. Détermination des caractéristiques H. F. du signal et du bruit 
et de la valeur optimale du paramètre de régularisation 


1. Revenons au problème de recherche de l’ordre de régularisation 
optimal-p, et de la valeur optimale du paramètre de régularisation 
opt. Comme nous l’avons montré pour les équations du I® type, 
Po =b —a et opt = Sy/N,. Donc, pour trouver p, et œ&e (et 
aussi Œhopt, la valeur p-optimale de &), il faut connaître les caracté- 
ristiques H. F. *) du signal et du bruit: W,, b, S,, a. Dans un grand 
nombre de problèmes pratiques, il est possible de déterminer approxi- 
mativement les caractéristiques du bruit S, et a d’après les ré- 
sultats d'observations. Il en est autrement pour les caractéristiques 
H. F. du signal , et b. Notre hypothèse sur le caractère de la dé- 
pendance fonctionnelle de la densité spectrale NV (w) du signal se 
vérifie pour de nombreux problèmes. Or, le plus souvent, les quan- 
tités N, et b déterminant cette dépendance pour des valeurs élevées 
de w restent inconnues et ne se laissent pas déterminer directement 
d’après les résultats d'observations. 

2. Nous montrerons dans ce paragraphe qu'il est possible de 
déterminer ces paramètres de façon unique d’après une famille de 
solutions régularisées {z, (t)} répondant aux différentes valeurs de 
a et construites à l'aide de l'opérateur régularisant élémentaire 
M (©) = w” dont l'ordre p peut être choisi d'une façon assez arbi- 
traire. Le problème s'avère être particulièrement simple dans le cas 
de processus ergodiques [11]. 

Ainsi donc, appliquée à des processus ergodiques, la méthode de 
régularisation permet de rechercher la solution approchée optimale 
(ou voisine de celle-ci) de l'équation (5: 0,1) en utilisant une infor- 
mation sensiblement moindre sur la solution cherchée et le bruit 
que celle qu'exige la méthode de filtration optimale. 

3. Introduisons une fonction du paramètre «: 


F(a) —QnrP | {A* [u (4) — Az \t)]f dt, 


où A* est l'opérateur adjoint de À dans Z.. Il est évident que F (œ) > 
> 0 pour tout & > 0. 
Considérons les équations à noyaux du I® type. 


*) HF. est l'abréviation pour « haute fréquence ». 
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Théorème. Les bruits étant faibles (donc, S, petit), la fonction 
F (œ) admet un minimum local dans un point & = Gmin et un mari- 
mum local dans un autre point & = Gmax, €f Ceci aUeC Gmax << Amin- 

Démonstration. Utilisant le théorème de Plancherel et 
l'expression de la densité spectrale U (w) du second membre de 
l'équation (5; 0,1) 


U (©)= ZL (w) N (w) +S (w), 


on trouve 
2p 


Pod © L(LN+S)otP do 


(L+ auw*P)? 
ou 


2p . % 
ru L(LN +S) «Pr L L(LN+S)otP 4P 
F(a)=2at { (Lau do+ | LED Lau 0} - 
On choisira le nombre «, de façon à permettre de calculer les fonc- 
tions L (w), N (w), S (w), pour © > wo, par les formules asympto- 
tiques. 
Pour des & faibles 


@0 
ane = Ba | Nu? do = 0 (1), où 0,25< B, < 1 ; 
0 


®0 
Trasne= B (S- -L'0® do=0 (1), où 0,25< B,<1: 


. ot € 


I L'NotP do — Te … 
1— J'(L+auw?r;s 0 L 
do a (re) 
#p- a Le —kp+2b-1 


= [= 5 (4) C 
x0 


OÙ Zo — HE @24. 


Lorsque &« —>0, la dernière intégrale tend vers une intégrale, 
comprise entre 0 et oc, facile à calculer et égale à 


ue 2n—2n—2b+1 1 
24 . (ET x a) : 
SD ———————— 
2q 
Ainsi 
- —{p4+2d-1 


=a@(r) * : 


9—1040 
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avec 

aiNo 2p— 2n—2b +1 

(2q)° äin ( 4än + 2b—1 " 
2q 


Ci(&) —+ Cio = pour œ—>0. 


On trouve de façon analogue que 
—-4p+2n-2a+1 


_( LSobd a 29 So 
= | paume = C0) (73r) TAF 
@o 


où 
2p—2a+1 
sin ) 


Donc, pour des & faibles, on a 


> 2 
F(a)=Cs(a) (5r + (re ) par +00 ) (553,1) 
où 


Sal 1 =ir 


Cs(a)=2Ci (a) AÏ © , Cuta)—=2C:(a)| AI * . 


Etant donné que y > 0 et u => 0, on a F (&œ) — oo quand & +0. 
Pour des «& grands (&« © 1), l'intégrale 


n otPL.U dw 
(L+ aw?P}3 
0 
se situe entre les intégrales 


9 ©n 
(LU\m in ot? do 


| (TU max op do et 
à (Lmin + aw?P)3 d (Lmax + awtP)3 * 
Mais 
ao ip ; 
€P do 1 2e z P az 
| B+awrt 2 4 ? JO B+ ? (820). 


Lorsque & —> oo, la dernière intégrale tend vers l'infini comme a°?. 
Par conséquent, 


©4P do = 
] Baume — 0 
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et 


+ [ee &tP.L.U do 26e) 


(L + (L+Hauw’?): 


Considérons nos intégrales de &, à co: 


œ 00 
| L'NotP do 2 N | otPr-2b du 


(L+awP) œ 3 
à CA (1+ TE uw?) 
Ap-2b+1 
RP on À E- 
7 2q (1+ 2)? ÿ 
aw (1 
-hn-2b+1 


Quand & —> co, la dernière intégrale tend vers zéro comme #4 . 
Par conséquent, 


œ 
L°NoftP dw _ — 
| Trans = 0 (a?) 
0 
et 
2p © -2n 
— L°Nofp do ee —. 
GT Jap 0e * )- 
&o 
On trouve par analogie que 
2p © -2n 
— LSuP dw 
a f TLraurs —0(a q ). 
&o 
Ainsi donc, pour &œ —> oo, 
-2n 
F(a)=O0(a 4 ). 


Estimons la dérivée F° («) se u a petits. Il est évident que 
d 
Un F(a)]= + — Un Fi(a)], 
LL Ê LIENS) 06 du 
FE | TE 


La condition F’(x) = 0 équivaut à la relation 


aF; (a) +22 F, (&)=0 
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ou à la relation 
2P 


"a *'F:(a) +<2r (æ)= 0. (5 ; 3,2) 


En reprenant les raisonnements faits pour l'estimation de la 
fonction F (x) pour des « petits, on trouve que pour des « petits le 
premier membre de l'équation (5; 3,1) s'écrit 


Ci (ay (- Te ) —Ce(a)u ( PT 


di. 2 
J'r37+0@%) (65:33 


_—4p =? 
C;(æ)—>21A| 4 Cio Cia) 214] C2 pour a—>0. 
La somme (5; 3,3) peut s’écrire comme suit : 


Ce(æ) _S 
Gr (ares 2e tort )}. = 


Puisque y > 0, u>0, 2 +u>0 et C;/C, >0, pour des S, 
faibles la fonction de la variable a, 


aÿtu B So C2 ——+h 
Œy) = -— +0 (x,1 
fa( 1) = y | À j° C, ( 1 ) 


s'annule en un certain point &; — @;, min, tel que le point &min = 
= Aymm’l À l* se situe dans le domaine de validité de la représen- 


tation (5; 3,1) pour la fonction F (œ) (fig. 8). Le point & = min 
ne peut être autre que le point de minimum local de la fonction 
F (a). I1 est évident que 

min = min (S0) 


et que 
lim Œmin (So) = 0. 
So 0 
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En estimant F (a) pour des & grands, on trouve que lorsque 
a — co la fonction F (œ) tend monotonement vers zéro (si &« © 1), 
De cette tendance et du fait que la fonction F (&) admet pour & = &Gin 
un minimum local, on déduit l'existence d’un point &—@max 
(Gmax > min) Où la fonction F (œ) admet un maximum local. Evi- 
demment Gmax = max (S0)- Le théorème est démontré. 


4. Il est à noter que le rapport =! tend vers zéro quand S, —+0. 
max 
On peut considérer la condition 


min nn 4 


Gmax 
comme critère de petitesse du bruit et, par conséquent, comme critère 
d'applicabilité des résultats exposés à l’analyse des courbes expé- 
rimentales de uw (1). 


Lorsque p vérifie l'inégalité : 
4p > 2b — 1, | 


on peut négliger le premier terme dans la formule de f, (&,). Alors 
la condition f; (&;) = 0 nous donne | 
> 1 | 
Co [I So dé 
C, Y I AË | 
Lorsqu'il s’agit des processus ergodiques, la fonction F (œ) se 
laisse définir par la formule suivante, sans qu'il soit nécessaire de 
connaître a priori les caractéristiques H. F. de la solution cherchéè 
et du bruit: 


-2n 


T 
F(a)=(a) * lim {A° (Aza— u)}? dt. 


\ 


Connaïissant la fonction F (x), on détermine de façon unique les 
valeurs des paramètres W,, b; S,, a. 

En effet, sur l'intervalle (0, min) la courbe y = F (x) se dé: 
termine seulement par les paramètres a, S,, p, n, car pour des & 
petits, le terme prépondérant “au la formule de F (a) est 


Ci(a) — 5 Co hi , 


—4p 


Cila)=2Cs (a) AIT | 


2p—2a+1 À 
D CD (2P=2 +1 | pour a — 0. ) 
2q a) | 


et 
Ca(a) + 
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Sur l'intervalle (œin, Œmax) la Courbe y = F (a) est déterminée 
seulement par les paramètres N,, b; p, n, car sur cet intervalle le 
terme prépondérant dans la formule de F (a) est 


Cie) (x): 


où 
mil 
. Cs(a)=2] A1 Ci(a) 
e 
INo 2p—2n—2b+1 
Ci (a) + ne NP LEE HER 5) pour & —> 0. 
2q 


Puisque, dans le cas des processus ergodiques, la fonction F (x) 
se laisse définir sans l’aide d'aucune information supplémentaire 
concernant les caractéristiques 11.F. du signal et du bruit, on peut 
alors, en se basant sur les solutions régularisées, déterminer les 
paramètres S,, a; N,, b. 

Dans le cas des processus stationnaires quelconques, on détermine 
les paramètres indiqués d’après une famille des solutions régularisées 
{ze (4)} contenant un nombre assez élevé de fonctions z, ({) (par 
exemple, par la méthode des moindres carrés). 

9. Nous venons d'examiner en détail le problème de détermina- 
tion des caractéristiques H.F. du signal ct du bruit pour les équa- 


tions à noyaux du I® type. Dans le cas des noyaux fortement lissants 
2n 


(n © b, a), on peut poser aussi r © p. Alors le facteur & "+? dans 
la fonction F (œ) s'écrira comme suit: 


e° (1-2+2-...) Due G-5) 


où p/nr & 1. 

Compte tenu de ce qui précède et de ce que les noyaux des types 
IT et III sont fortement lissants, on définit pour ces types la fonc- 
tion F (a) comme suit: 


Le) 
F(a)—=a-?+e? | {A° [Aza — uj} dt, 
où Ee-p & 1. 

Ayant défini ainsi la fonction F («), on retrouvera, en reprenant 
les raisonnements faits à propos des noyaux du It type, les mêmes 
résultats concernant la possibilité de déterminer les caractéristiques 
H. F. du signal et du bruit. 

Les estimations de convergence des solutions régularisées sont 
données aussi dans les travaux 144, 45, 130]. Dans [83] on examine 
les conditions dans lesquelles les problèmes amenant à des équations 
du type de convolution sont bien posés. 


CHAPITRE VI 


MÉTHODES STABLES DE SOMMATION DES SÉRIES 
DE FOURIER À COEFFICIENTS APPROCHÉS 
DANS LA MÉTRIQUE DE L, 


1. Le problème de sommation d'une série de Fourier suivant un 
système de fonctions orthonormé donné {®, (£)} consiste à rechercher 
la fonction f ({) d’après ses coefficients de Fourier. 

Assez souvent, en cherchant à définir expérimentalement une 
fonction f ({), qui caractérise le processus ou phénomène étudié, on 
mesure ses coefficients de Fourier {a,} suivant un certain système 
orthonormé de fonctions {, ({)}. Comme les mesures se font tou- 
jours avec une certaine imprécision, au lieu des a, on obtient des 
valeurs approchées des coefficients de Fourier c,. Il s’agit donc de 
sommer des séries de Fourier à coefficients approchés. 

11 a été indiqué à l’Introduction (voir l'exemple 3) que le pro- 
blème de sommation des séries de Fourier n’est pas stable vis-à-vis 
de faibles variations (dans la métrique de /.) des coefficients de 
Fourier si l'écart de la somme est estimé dans la métrique de C et 
que ce problème soit donc mal posé. 

La méthode connue depuis longtemps de sommation des séries 
de Fourier à coefficients approchés consiste à prendre en qualité 
de valeur approchée de la somme f ({) d’une telle série la somme 
d’un nombre fini (pas très grand) de ses premiers termes, c’est-à-dire 
à poser 

k 


f(t)= 2 CnPn (£)- 


Nous avons proposé dans [158] une méthode de sommation basée 
sur l’idée de la régularisation, stable vis-à-vis de faibles variations 
des coefficients dans la métrique de L.. 

Comme dans [158], nous dirons que la méthode de sommation des 
séries de Fourier des fonctions f ({) € F à coefficients {c,} approchés 
dans la métrique de /, est stable au sens de la métrique de l'espace F 
si pour tout nombre positif e > 0 on trouve un à (&) tel que l’iné- 
galité 


> (cn — En? < &? (e) 
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entraîne l'inégalité 
Pr (f, Î) <E, 


où fet f sont les résultats de sommation par la méthode proposée 
respectivement des séries 


À eng (et À Exgn () 


2. Désignons par C: l'espace des fonctions continues dans un 
domaine fermé fini D muni de la métrique de C. Considérons les 
séries de Fourier suivant le système de fonctions {p, ({)} pour les 
fonctions f (!) de Cp. 

Nous allons construire au $ 4, conformément à [158] et [12], une 
classe de méthodes stables de sommation des séries de Fourier basées 
sur l’idée de la régularisation. 

On peut considérer le problème de sommation de la série de 
Fouricr d'une fonction f ({) comme le problème de résolution d’une 
certaine équation opératorielle par rapport à f ({). En effet, si l’on 
fait correspondre à chaque fonction de l'ensemble F un élément u 
de l’espace Z+, et notamment, la suite de ses coefficients de Fourier 
{a,} suivant le système {œ, (4)} (de poids p ({)), c'est-à-dire l'élé- 
ment u = {a,;,}, cetle correspondance s'écrira comme 


Af = u. (G; 0,1) 


I] est évident que cet opérateur de C; dans L, est continu sur Cp. 

Le problème de sommation d'une série de Fourier, qui consiste à 
rechercher la fonction j (!) d’après la suile connue de ses coefficients 
de Fourier u = {a,}, est ramené donc à la résolution de l'équation 
(6; 0,1) par rapport à /f ({). On sait du cours d'Analyse que ce pro- 
blème admet dans la classe C une solution et une seule. 


$S 1. Classes de méthodes stables de sommation des séries 
de Fourier 


4. Si l’on connaît des valeurs approchées des coefficients de 
Fourier de la fonction cherchée, c’est-à-dire de l'élément u qui 
constitue le second membre de l'équation (6; 0,1), on ne peut trouver 
qu'une solution approchée du problème. Ce problème étant mal posé, 
il est logique d'essayer de le résoudre par la méthode de régulari- 
sation. 

En qualité de fonctionnelle stabilisante Q [/f], nous allons prendre, 
comme dans [12], une fonctionnelle de la forme 


Q(= 2 fn En (6; 1,1) 
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définie par la donnée de la suite {£,}. Ici f, sont les coefficients de 
Fourier de la fonction f ({) suivant un système de fonctions complet 
orthonormé {w, (£)} (de poids p (t) > 0), et {E,} une suite de nom- 
bres positifs dont l’ordre de croissance pour r —+ © n’est pas infé- 
rieur à n°‘, avec e > 0. Il est facile de voir que pour tout nombre 
positif d>0 l'ensemble des fonctions f ({) € Ch pour lesquelles 
Q [f] < d est un compact dans Ch *). 

Les fonctionnelles stabilisantes de ce type représentent une géné- 
ralisation naturelle des fonctionnelles Q {/] que nous avons utilisées 


dans le chapitre II. 
Soit en effet {p, ({)} un système orthonormé complet des fonc- 


tions propres du problème aux limites de la forme 
d , 
LkOo (Da ot)+Ap()=0, 0<I<L. 


p(0)=0=œ(1), 


où 4 ()>0et g ({) > 0 sur l'intervalle [0, !}, et {A,} est l'ensemble 
des valeurs propres de ce problème. La fonctionnelle stabilisante 


l 
Q(1= | {(')+ af} dt 
0 


que nous avons utilisée au $ 4, ch. IT, pour les fonctions j (£) vérifiant 
les conditions f (0) = f (Z) = 0, peut s'écrire alors sous la forme d’une 


série 


Q(f]= 2 ETES 


n= 


où /, sont les coefficients de Fourier de la fonction f ({) suivant le 
système {œp,(t)}. En effet, en faisant l'intégration par parties, 
on obtient 


l l l 
feuraæ=reh(5< ra (520) ar. 
0 0 0 


l 
Donc, © 1{f] = | Î { af — £ (xf”) } dt. En substituant dans le se- 
0 


cond membre de cette formule au lieu de la fonction f (t) sa série 
de Fourier 


D În°Pn (£), 


*) 11 cn scra de même si l’ordre de croissance de la suite {£,} pour n + oo 
est non inférieur à n!*® avec e > 0. 
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on Te 


oun= | (3 fn-9n 0) 2 fn {9Pn )—-7 1Æ-qnl } = 
Mzæ Î 


= 5 at | Pm (£) {9- En — #7 (hp) } de. 


n, M—=1 


Puisque gp, — L (xp) = Anh et que pour r = m les fonctions 
Pn (£) et Pm ({) sont orthogonales, on a 


l 


Q(9= D fnfmhn Enr dt= Ÿ fi. 


n=1 n=1 
Mm=1 


2. Précisons la position du problème. Désignons par NN l’ensem- 
ble de toutes les suites {E,} mentionnées plus haut qui répondent à 
toutes les valeurs possibles de & > 0 [12]. 


Soient donnés dans un domaine fermé fini D de l’espace euclidien 
R\N de dimension N un système orthonormé ue (de poids 
p () > 0) de fonctions {p, ({)}, avec t = (li, Los + + + tn), et une 


fonction f () continue dans D et développable en série de Fourier 
suivant le système {®p, (1)} 


f (t) => AnPn (t) 
où 


an = | p (E) 7 (6) qn (6) dt. 
D 


Supposons qu’on connaisse au lieu des coefficients de Fourier a, 
leurs valeurs approchées c, = a, + y, entachées de petites erreurs 
Yn (dans la métrique de L,) 


2 va LE, 


c'est-à-dire qu’au lieu de la suite à = {a,}, on a une suite uy4 = {cn} 
pour laquelle p4, (à, us) < 6. Nous avons donc au lieu de la série 
de Fourier à coeflicients exacts 


> Ann (t) 
n=i 
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une série à coefficients approchés 


22 CnPn (£). (6 ; 1,2) 


Proposons-nous de rechercher, dans la classe C,, d’après une 
suite de nombres {c,} proche (dans la métrique de Z,) de la suite 
{a,} des coefficients de Fourier de la fonction Î (£), une fonction 
f () approchant f (t), c'est-à-dire telle que 


2 (Ca =" an) < Ô?, 


et ceci avec pc , ÿ) —0 quand Ô +0. 


On ne peut prendre en qualité de / (£) la somme S (t) de la série 
(6; 1,2) calculée par la formule 


k 
S (t) = lim D CnPn (£), 
R—=o0 n=1 


car cette somme, ainsi qu'il a été montré dans l'’Introduction, n’est 
pas stable vis-à-vis de faibles (dans la métrique de /,) variations des 
coefficients {c,}. 

Il est évident que la solution doit être cherchée dans la classe Q4 
des fonctions de C2 pour lesquelles est vérifiée l’inégalité 


Pr (Af, Us) < 6. 


Or, cette classe n'est pas compacte; elle est trop large. Pour la 
restreindre, prenons une fonctionnelle fixée Q, [f] de la forme (6 ; 1,1) 
décrite au p. 1, 


Q, [f] = à fans 


où {En} € M. 
Soit F; l'ensemble des fonctions de C2 pour lesquelles la fonc- 
tionnelle Q, {f] est définie, et soit 


Fs,r=QsNF. 


Cherchons l’approximation de la fonction f ({) sur l’ensemble 
Fô,r € Ch. 

Dans la suite, pour fixer les idées, nous allons nous placer dans 
le cas unidimensionnel. Dans ces conditions £ est la coordonnée d’un 
point sur la droite, et le domaine D est un intervalle fini (a, b). 

Puisque nous avons ramené le problème de recherche de la fonc- 
tion f ({) d’après ses coefficients de Fouricr à la résolution de l’équa- 
tion opératorielle (6; 0,1), il est logique de chercher son approxi- 
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mation par la méthode de régularisation. A cet effet, considérons la 
fonctionnelle 


M° us, f] = PE (Af, Us) + 2; [7] 


contenant un paramètre numérique & (c’est le paramètre de régu- 
larisation). Elle peut s'écrire aussi comme suit: 


Mu, fl= 2 Une} +a 2 fie, (6; 1,3) 


où f, sont les coefficients de Fourier de la fonction f (t) suivant le 
système {®p, (£)} de poids p ({) > 0, c'est-à-dire que 


ne f (#) p (#) qn (t) dt. (6; 1,4) 


Pour la fonctionnelle lissante M® [f, u,] sont vrais les théo- 
rèmes 1 et 2 du $ 3, ch. II, qui se démontrent dans le cas présent de 
façon analogue. 

Il existe donc dans F4,s une fonction f, ({) qui réalise le mini- 
mum de la fonctionnelle M®l{f, u,l sur l’ensemble Fs,s. C'est 
justement cette fonction que nous allons considérer comme approxi- 


mation de la fonction f (4). 
Nous appellerons la fonctionnelle Q, {f| fonctionnelle stabilisante 
pour le problème de sommation stable des sérics de la forme (6; 1,2). 


Remarque 1. Si l’on prend, en tant que système de fonc- 
tions {®, (t)}, les fonctions propres du problème aux limites 


div(4&Vp)—g{(t)p+Ap(t)p=0, tEeD, 
1e) 
ele=0 (ou 2 | 0) 


où S est la frontière du domaine dans lequel cst cherchée la solution, 
on peut prendre la fonctionnelle Q, {f] sous la forme 


Q,(f1= | &(VI°+ 27 dt 
D 
ou sous une forme équivalente 


Q, [f] = 2 fans 


où À, sont les valeurs propres du problème aux limites indiqué, et 
În, les coefficients de Fourier de la fonction f (1) suivant le système 


{Ph (1)} de poids p (4). 


#1] CLASSES DE MÉTHODES STABLES DE SOMMATION DES SÉRIES 141 


3. Les coefficients de Fourier de la fonction f, ({) suivant le 
système {p, ({)} sont tirés de la condition de nullité des dérivées 
partielles de la fonctionnelle (6; 1,3) par rapport aux variables 
fn (nm =1,2,...). Il vient 


T7 C 
lent 


Ainsi donc, on peut écrire l’approximation cherchée de la fonc- 
tion f (£) sous la forme 


fa (t)= 2 rn, a) cupn (t), (6; 1.5) 
où 
| 
r(n =, 
et calculer f, ({) comme suit: 
R 


fa(@)=lim À r(x, a) cngn (1). (6 ; 1,6) 


&. Les formules (6; 1,5) et (6; 1,6) déterminent une méthode 
stable de sommation de la série 


à CnPn (t); 


stable au sens de la métrique de C vis-à-vis de faibles (dans la métri- 
que de L,) variations de ses coefficients c,. En effet, exprimons la 
procédure décrite de recherche de la fonction f, (t) à l’aide d’un 
opérateur R (u, a), 


fa(t)=R(u, à). 
Cet opérateur est régularisant pour l'équation (6; 0,1), ce qui signifie 
qu'il est stable au sens indiqué ci-dessus. 
Signalons que la valeur du paramètre & doit être adaptée au 
niveau de l'erreur sur les données initiales 6, &« = æ (6). Cette valeur 


peut être tirée par exemple de la condition px, (Afa, us) = 6, la- 
quelle peut s’écrire aussi comme suit: 


La justification en est absolument la même que dans le chapi- 
tre II. 
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Pour 6? << >, c*, on détermine & par cette méthode de façon 
n— 
unique, puisque la fonction 
œ a2t2 
_ ne 
VQ= Ze 
fes 1 
est continue et monotonement croissante dans le domaine & > 0 
et 1 (0) = 0. En effet, 


= 2afx a°E?-2Èn _ En 
! (&)\ = 2 PR LS 2 fn __ 

Ÿ @= 2 a. (1+@En)* (1+a5n)S } . 2 _ (1+ ab) —: 
où Le .) 

Comme (ax) < Sc, pour 6?> >'c4 l'équation v (a) = Ô? 
n= 1 n=i 

n’a pas de solution. 

Remarque 2. La somme de la série initiale 


D Cn@Pn (£)» 


n=1 


interprétée comme la limite 
R 


lim D crqn (t), 
RkR—00 n=1 
ne peut servir d'approximation de la somme de la série 
> CnPn (£), 
n= 1 


car elle est instable vis-à-vis de faibles (dans la métrique de L,) 
variations des coefficients c,. D'autre part, la somme de la série 


À 
> Tag, °nPn (£), 
n=1 

interprétée de même comme la limite 


k 

: 1 

lim } Tran nn ((), 
n=i 


R—oo 


est stable aux faibles (dans la métrique de Z,) variations des coeffi- 
cients c, et, lorsque la valeur &« = «& (ô) est adaptée à l’erreur enta- 


chant les coefficients c,, approche uniformément la fonction f (f). 
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On en déduit que les facteurs 
1 


jouent un rôle stabilisant. Nous les appellerons facteurs stabilisants. 
: . : h, on retrouve la méthode de 
sommation classique indiquée à la page 139. Dans ce cas on doit 
prendre la suite {E,} de la forme 


En posant r (k, «) — { 


ER < oo pou k<LNn EE; = oo pour k>n 
et ensuite poser & = (. 


Remarque 3. Si, dans la méthode de sommation classique 
d’une série de Fourier par passage à la limite pour r —+- , on prend 
dans la somme partielle 

n 
21 Crpr (t) 
k=1 
le nombre r adapté à l'erreur Ô des coefficients {c,}, une telle som- 
mation sera stable. 


Remarque 4. Si la fonction 1 (#) est continue par morceaux, 
la méthode décrite fournit une méthode de sommation stable en 


chaque point de continuité de f (1). 


S 2. Sur les méthodes optimales de sommation des séries 
de Fourier 


1. Disposant d'une classe étendue de méthodes stables de som- 
mation des séries de Fourier, il est naturel de se demander laquelle 
de ces méthodes est optimale en tel ou tel sens. Dans ce paragraphe, 
Fan allons résoudre ce problème en le posant de différentes façons 
42]. 

Les coefficients de la série de Fourier à sommer, connus approxi- 
mativement, peuvent être entachés d'erreurs aléatoires incontrô- 
lables. Aussi peut-on les considérer comme étant des nombres aléa- 
toires et, en cherchant à établir de façon approchée la somme de la 
série, employer des méthodes probabilistes. 

2. On suppose que les erreurs entachant les coefficients de Fou- 
rier, c'est-à-dire les quantités y,, sont des nombres aléatoires satis- 
faisant les exigences suivantes: 

1) {YA} est une suite de nombres aléatoires non corrélés deux à 
deux ; 

2) les espérances mathématiques de ces nombres sont égales à 


zéro, Yn = 0, pour tout nr. 
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Dans ces conditions les valeurs approchées des coefficients de 
Fourier c, sont également des nombres aléatoires. Les espérances 
mathématiques des nombres aléatoires cA et yA vérifient les relations 


ch = a + Vi. 
Les variances des variables aléatoires c, et y, sont les mêmes et 


sont égales à do? — y?. Elles seront supposées connues. 

Par conséquent, la fonction f, ({) réalisant le minimum de la 
fonctionnelle M pour une suite fixée de nombres {E,} € M, est 
une fonction aléatoire. 

Soit | 

(Sfo)e = fa (t)—  (t), 


où 
f(t) = > GnPn (t)- 
n=i 
Comme mesure de l'écart de la fonction Îa (£) par rapport à f ({) 


on peut adopter l'espérance mathématique du carré de la quantité 
(Afa):, c'est-à-dire la grandeur 


A) (fa) *) 
ou l'intégrale 
B) { Pt) FR à. 
D 


3. Ceci posé, soit une série de Fourier à coefficients approchés 
{ch}. Sa somme approchée, stable vis-à-vis de faibles variations 
(dans là métrique de Z.) des coefficients {c,}, comme nous l'avons 
vu au 8 2, dépend de & et du choix de la suite {E,} de M. Proposons- 
nous de chercher une somme approchée telle que son écart par rapport 


à f (t) pour « fixé soit le plus petit possible au sens de 
inf | (Afaplt)dt et inf (Aa. 
(DER (E,)EM 


Quelle information supplémentaire concernant les coefficients c, 
et le bruit est-elle nécessaire pour cela? Pour donner la réponse à 


*) Connaissant la densité de probabilité p (x) de la variable (AP£ = z, On 
peut calculer l'espérance mathématique (AJ)£ pour a <z< b par la formule 


b 
GDE= | (An? p (2 dx. 
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cette question, cherchons les sommes approchées aux sens indiqués 
ci-dessus. Pour l'écart du type B) on a 


où +7 (ci —0à) 


| Ge (D a D Gran 0 Gr ..) Eu; Dies 


L'écart sera minimal pour les valeurs de E, = E; pour lesquelles 
les dérivées 0D/0E, s’annulent. De ces conditions on trouve sans 
peine 


OA 
7 a(c2—02) 
Par conséquent, 
r” (n, @) = _—. — =. 
TAGn c> 


Ainsi donc, la somme optimale au sens du minimum de B) se pré- 
sente comme suit: 


= _ 0? 
font (£) = >. (+ CnEn (t)- (6; 2,1) 
n=i Cr 
Par analogie, pour l'écart du type A), on constate que la somme opti- 
male en un point fixé { = {, sera 


jen &)= 3 12) caps (Hd: (6: 2,2) 


n=!{ n 


Ainsi donc, pour trouver les sommes optimales, aux sens indiqués 
plus haut, des séries à coefficients approchés {c,}, on doit lconnai- 
tre c° et of pour tous les n. Cela CE ULE à connaître les coefficients 
de Fourier exacts a,, car c = a? + 0° *). 

Or, les formules (6; 2 ,1) et (6: 2 ,2) ne contiennent que les rap- 
ports 0°/c. Dans certains problèmes concrets, on est en mesure de 
trouver les valeurs approchées de ces rapports. Quelle variation des 
sommes (6; 2,1) et (6; 2,2) en résultera-t-elle ? 

Soit 

o2 0° 
(= — — (1+86;:), 
approxi 


a 


> p<e. 


*) Cf. la filtration optimale au sens de Wiener, ch. V, $ 2. 
10—1040 
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Connaissant ces valeurs, on trouvera la somme 


_ | a? 
Jopt., approxi (£) = > É — Fa 
n—=]| 


2 
n 


Q 


| CnPn (t). 


|] approxi 


Q 


Si l’on sait en outre que pour tout nr 
pa (t)<Q, 


| opt... approxi (t)— f (+) [<< L Qre. 2 Ci: 


Ainsi donc, la sommation optimale effectuée avec les facteurs 
stabilisants 


alors 


r'(n, a)=1— oc 


est stable vis-à-vis de faibles variations des nombres o°/c? au sens 
indiqué. 

Une autre méthode de sommation stable des séries de Fourier 
est étudiée dans [90]. 


CHAPITRE VII 


SUR LES MÉTHODES STABLES DE MINIMISATION 
DES FONCTIONNELS ET DE RÉSOLUTION 
DE PROBLÈMES DE COMMANDE OPTIMALE 


1. Le problème mathématique de minimisation des fonctionnel- 
les f (z) se présente dans beaucoup de problèmes pratiques de grande 
importance. Deux types de problèmes sont à distinguer. Au premier 
type se rapportent les problèmes dans lesquels il s’agit de chercher 
la valeur minimale (maximale) d’une fonctionnelle. Ce cas se ren- 
contre souvent dans l’établissement de projets d’un système optimal 
ou d’une construction optimale. Pour ce type de problèmes il n’est 
pas essentiel de savoir sur quels éléments z se réalise le minimum 
cherché; aussi peut-on prendre en qualité de solutions approchées 
les valeurs de la fonctionnelle sur n'importe quelle suite minimisant 
{z:}, c'est-à-dire telle qu'on ait f (2,) — inf f (z) pour nr —+ oo. 

Dans les problèmes du deuxième type, on demande de trouver 
les éléments z sur lesquels est atteint le minimum de la fonctionnelle 
f (z). Ce sont les problèmes de minimisation par rapport à l'argument. 
Dans certains problèmes de ce type, les suites minimisantes ne sont 
pas convergentes. Evidemment, on ne peut pas prendre dans ces cas 
comme solution approchée les éléments de la suite minimisante. I] 
est naturel d'appeler de tels problèmes instables, ou mal posés. De 
ce point de vue, des classes entières de problèmes de commande 
optimale d'importance pratique capitale s'avèrent mal posés. Tels 
sont par exemple les problèmes dans lesquels la fonctionnelle à 
optimiser ne dépend que de variables de phase [168]. 

Le chapitre présent est consacré aux méthodes stables de réso- 
lution des problèmes du deuxième type. 

2. Soit une fonctionnelle continue f [z] définie sur un espace 
métrique F. Minimiser la fonctionnelle jf {z] sur l’ensemble F c’est 


trouver l'élément z, € F sur lequel jf {z] atteint sa plus petite va- 
leur f, : 


inf f [2] = f [20] = Jo- (7; 0,1) 
z:€<F 
Supposons que ce problème admette une solution et une seule 2,. 
Soit {z,} la suite minimisante, c’est-à-dire telle que 
lim f [za] = Jo. 


n— 0e 


10* 
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On dit que le problème de minimisation de la fonctionnelle 
f {z] sur l’ensemble F est stable (voir [171]) si toute suite minimisante 
{z,} converge (dans la métrique de l'espace F) vers l'élément z, 
de F. 

On dit que le problème (7 ; 0,1) de minimisation de la fonctionnel- 
le f {z] sur l’ensemble F est bien posé, ou correctement posé, s’il est 
résoluble et stable. Dans le cas contraire, ce problème est dit mal 
posé. 

Pour la recherche de l'élément z,, on emploie largement les 
méthodes de minimisation directe de la fonctionnelle f{[z}, en cons- 
truisant à l’aide d’un algorithme convenable la suite minimisante 
{z,}. Les éléments z, pour lesquels f [z,] est suffisamment voisine de 
fo Sont interprétés comme des valeurs approchées de l'élément 
cherché z,. 

Les méthodes directes de minimisation sont assez universelles 
par leur principe. Soit par exemple F l’ensemble des fonctions z (4) 
d'une variable £. Cherchant à approcher la fonction z ({) par ses 
valeurs aux nœuds du maillage z;, = z (t;),i = 1,2,...,n, on arrive 
à un problème de recherche du minimum d’une fonction de nr varia- 
bles, problème que l’on résout par des méthodes suffisamment uni- 
verselles non assujetties aux particularités de la fonctionnelle j [z]. 

Or, un tel procédé de recherche d’une solution approchée n'est 
loisible que si la suite minimisante construite {z,} converge vers 
l'élément 2. 

On a signalé plus haut l'existence de problèmes de minimisation 
des fonctionnelles qui ne sont pas stables. On a affaire dans ces cas 
à des suites minimisantes qui ne convergent pas vers l'élément 2,. 

Pour trouver les solutions approchées des problèmes instables 
de minimisation des fonctionnelles f {z], il suffit d'indiquer les 
algorithmes de construction des suites minimisantes {z,} telles 
qu'elles convergent vers l'élément z,. 

3. Considérons les solutions du système d'équations différentiel- 
les 


dr/dt = Ft, x, u) (7; 0,2) 

vérifiant les conditions 
Z (lo) = Zo (7 ; 0,3) 
où xt) = {x! (4), x° (4), . . ., x" (t)} est une fonction vecteur dans 


l’espace à nr dimensions définie sur l'intervalle 4, < t < T, x, est 
un vecteur donné, et u(t) = {u!(t), u*(t), ..., u” (t)} est une 
fonction vecteur de commande (ou la commande) dans l’espace métrique 
à m dimensions U. 

Soit f [x (t)] une fonctionnelle non négative donnée (fonctionnelle 
objectif) définie sur les solutions du système (7; 0,2). 
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Il est évident que les solutions du système (7; 0,2) dépendent 
de la commande choisie u (t), c’est-à-dire que zx (4) = x, (1). Aussi 
la valeur de la fonctionnelle j {x (t)}] sur chaque solution du système 
(7; 0,2) sera-t-elle une fonctionnelle de la fonction de commande 
u (t) définie sur l’ensemble U, f [z, (t)] = © [ul. 

On peut poser le problème de commande optimale comme pro- 
blème consistant, par exemple, à trouver dans une classe de fonctions 
U, de l’espace U une fonction de commande u, (t) telle que la fonc- 
tionnelle ® [u] = f [x, (t)] passe sur cette fonction par le minimum 
(ou par le maximum). 

Parcillement au problème de minimisation de la fonctionnelle 
Î [2] décrit au p. 1, ce problème peut tout aussi bien s'avérer instable. 
En cffet, plaçons-nous dans le cas où la classe des commandes admis- 
sibles U, est un espace de fonctions d’une variable { muni d’une 
métrique uniforme et f [x (t)] est une fonctionnelle continue. Alors, 
quel que soit e > 0. on peut trouver une commande u, (ét) telle que 


1) Î Lau OI < f lru OI +e, et 


2) la différence u, ({) — u, (t) puisse prendre des valeurs aussi 
grandes que l’on veut, pourvu que les fonctions u, ({) et u, (t) appar- 
tiennent à la classe U,. Choisissons la fonction u, (£) de telle sorte 
qu’elle coïncide avec u, (t) partout sauf sur l'intervalle (t, — 7, 
t,+Tt), où la différence u, (t) — u, (t) est supérieure à un certain 
nombre fixé B compatible avec la condition d'appartenance des 
fonctions u, (f) et u, (£) à la classe U,. Il est évident que pour tout 
6 > 0 on peut trouver un t = + (6) tel que pour les solutions z,, (ft), 
Zu, (t) du système (7 ; 0,2) avec (7 ; 0,3) correspondant aux comman- 
des u, (t) et u, (t) ait lieu l'inégalité | xs, ({) — x4, (t) | < 6. En 
donnant à Ô, donc à t = + (ô), une valeur assez petite, on aura 
f [zu (I < f (zuo )] + €, tandis que suplu () —u (128. 


On a démontré par là l'existence de problèmes instables de comman- 
de optimale. 


Remarque. On peut prendre en qualité de fonctionnelle ob- 
jectif une fonctionnelle qui dépend tant des variables de phase que 
des fonctions de commande. 

Dans le chapitre présent, sont examinés les algorithmes de cons- 
truction des suites minimisantes convergeant vers l'élément sur 
lequel la fonctionnelle proposée atteint son minimum. 


$S 1. Méthode stable de minimisation des fonctionnelles 


1. On demande de trouver l'élément z, € F sur lequel la fonc- 
tionnelle donnée f {z] atteint sa valeur minimale sur l’ensemble F, 


inf f{2]= 7j 1201 = fo- (1: 1,1) 
2€F 
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En reprenant les idées de [171], nous considérons dans ce paragraphe 
les méthodes de construction des suites minimisantes {z,} conver- 
geant vers l’élément z,. 

On dit que la suite minimisante S = {z,} de la fonctionnelle 
f [2] est régularisée s'il existe un ensemble F compact dans F et 
contenant S [171]. 

Il est évident que la suite minimisante régularisée converge vers 
l'élément z, si le problème de minimisation de la fonctionnelle 
f(z] n'admet qu'une solution,unique ,. Si la fonctionnelle f [2] 
est bornée inférieurement, alors elle atteint sa borne inférieure sur 


un point limite quelconque z de la suite minimisante régularisée 
{21}, c’est-à-dire que 
f (21 = fo- 

Ayant construit les suites minimisantes régularisées {z,}, on 
peut prendre comme valeurs approchées de l'élément cherché 
les éléments z, à indices »r tels que f {z,] coïncide avec f, pour le 
degré de précision que l’on se donne. 

Ainsi donc, il suffit de trouver les algorithmes de construction des 
suites minimisantes régularisées. À cet effet, on utilise les fonction- 
nelles stabilisantes Q [z] décrites au chapitre II. Introduisons quel- 
ques définitions nécessaires pour l'exposé qui suit [171]. 

2. Soit F un ensemble appartenant à F, F&F,et soit Q [2] 
la fonctionnelle stabilisante. 

Supposons que l’ensemble F € F admet une métrique p (z,, 22), 
Z19 22 € F, majorante par rapport à celle de l’espace F *), c'est-à-dire 
telle que les sphères 

Sr={z; 2€F, p(z 2) <r} 
dans l’espace F de centre arbitraire Z, soient compactes dans F (dans 


la métrique de l’espace F). On dit alors que F est une injection s-com- 
pacte dans F. 


- Si la métrique 0 (zx z.) définit une injection s-compacte de F 
dans F et si œ (q) est une fonction croissante non négative, la fonc- 
tionnelle 


Q[z]= (P (2, 20)) 
est évidemment stabilisante. 
3. En calculant les fonctionnelles f [z], on se satisfait souvent de 


leurs valeurs approchées. Le calcul approché d'une fonctionnelle 
f |] peut être regardé comme calcul d'une autre fonctionnelle, 


f 1:1, ayant une norme d'écart petite par rapport à f [z]. 


*) C'est-à-dire telle que P (21, 22) > PE (1, 52) pour deux éléments quel- 
conques z, ze de F. 
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On entend par norme d'écart des fonctionnelles f [z] et f [zl, défi- 


nies sur l’ensemble F, par rapport à la fonctionnelle stabilisante 
Q [z] le plus petit nombre 6 pour lequel a lieu l'inégalité 


|ftz1— 1211 60 [2] 


sur tous les éléments z € F. 
&. Passons à la construction des suites minimisantes régularisées 
pour la fonctionnelle f {z]. Admettons que 


inf f{2]= 7 [20] = fo. 
:€cF 


Soient Q [z] une fonctionnelle stabilisante et f, [z] une famille para- 
métrique des fonctionnelles (définies pour tout Ô > 0) approchant 


la fonctionnelle f [z] sur l’ensemble de telle façon que 
lfolzl— fl | < 60 [z1. 


11 sera supposé que l'élément z, minimisant la fonctionnelle f [z] 
appartient à l’ensemble F. 
Pour & > 0 quelconque, considérons la fonctionnelle 


MS [z, fol = fa [z] + aQ [z] 
définie sur tous les z € F. Si Ô < &, il est évident que M [z, fa] 
est bornée inférieurement (sur F), car 
Ma {z, fl > f [zl — 6Q [z] + «Q [z] > fo. 
Il existe donc la borne inférieure exacte 
Ma.oe=inf M°f{z, fol. 
z€F 


Nous dirons de l'élément z,,4, qu’il est presque minimisant pour 
la fonctionnelle Me [z, f,) si 


M°{za, 61 fo) SM, + GE, 
où Ë — E(a) et OL E (&œ) LE, = const. 


Théorème 1. Quel que soit e > O0, il existe un a, = & (e) tel 
que pour tout élément 2,4 presque minimisant la fonctionnelle 
M [z, fsl de paramètres a <a (e) et Ôla <q 1, est vérifiée 
l'inégalité 


Pr (Ze, Ô? Zo) <E 


si la métrique dans F est majorante par rapport à celle dans F. 
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Démonstration. Il suffit de montrer que, quelles que 
soient les suites de nombres {«,} et {ô,} convergeant vers zéro et 
telles que pour tout x on ait 


ôn/an <q LA, 
la suite {2 ,0, } des éléments z 6, presque minimisant respective- 
ment les fonctionnelles M°n{z, fe,] converge vers l'élément 2. 
Il est évident que 


M°r (2e, 6, fonl = fon l2e,, 6,]+ @nf2[2e,, 8 1< 
Me, 6, + Enko F8, 20] + AnQ [20] + nËo - 
À l’aide des inégalités 
fe, 12/12] — 6,0 [2], N 
fe, 121 <f121+ 6h [21], 
on trouve : 
Î UZa,, 8,1 — On (2e, 6,1 +@nQ [22,8 1< f [20] + 
+ (an +6) Q{z]+anko (1: 1,2) 
Comme 
Î[2e,,8,12>f12), 
on tire de (7 ; 1,2) 
(an — 63) ze, 8,1 (an + 07) Iz01-+ GuËo- 
Etant donné que 6, < g«,, on obtient en changeant 6, en ga, 
Oran 6) FER 120] + RÉ do 


n'°n 1—9q 
Ainsi donc, tous les éléments de la suite {z,, +,} appartiennent à 
l’ensemble compact 

Fu =; 26€F, Q{z] <do}. 
Ensuite, il résulte de (7 ; 1,2) que 

0O</f [a 6,1 —/ [Zol (An + On) [Zo] + &nËc (7 | 1,3) 
car 
ôn — An < Eng — En = An (g — 1) < 0. 

Puisque «, et 6, tendent vers zéro quand nr —> ©, il découle de 
(7; 1,3) que la suite {Za. o,) est minimisante pour la fonctionnelle 
Î [z]. D'autre part, puisqu'elle appartient à un ensemble compact 
Fa, elle est régularisée et converge donc vers z,, d’où le théorème. 
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5. Considérons le cas où F est un espace hilbertien. On parle 
d'une injection s-compacte et continüment convexe de F dans F si 
a) les sphères 
Sr =4{:; :€F, [z||<r} 


sont compactes dans F'; 

b) les suites {z3°} et {z%’} de points de F sont telles que 
Op (22,2%) +0 pour r —+ œ,onaitpp (29°, 0n) +0et pr (2%, En) — 
—+0 pour n — 00, où 6, = 0,5 (22 + 2). 

Si Fest une injection s-compacte dans F et si q (g) est une fonction 
continue croissante non négative, la fonctionnelle de la forme 


Q, {1 = @ (I z 1) 


est stabilisante, comme il a été indiqué au p. 2 ci-dessus. 
Soit f4[zl une 6-approximation de la fonctionnelle f{z] par 
rapport à la fonctionnelle stabilisante 


Q, [2] = @ (112 |f). 
Pour Ô < a il existe une borne inférieure exacte A! 4 de la fonction- 
nelle 
MY (2, fe] = fo 121 + aQ, [2] 
sur l’ensemble F, c'est-à-dire que 
Mi,o=inf Mi lz, fol. 
:€F 


Théorème 2. Etant donné une injection s-compacte et continüment 
conveze d'un espace hilbertien F dans F, il existe un élément z, ,€ F 
minimisant la fonctionnelle 

M\ [3, Ïo] 


si Ôla Lg L'A1. 

Démonstration. Soit {z,} une suite minimisant la fonc- 
tionnelle M£ [z, f,4] de telle façon que la suite {M£ [z,, f4)} con- 
verge vers Ms. Sans restreindre la généralité, on peut considérer 
que cette suite est décroissante, si bien que pour tout nona 


M Uz1 fol> fe [za] + a Qi [za] > fe (2) + (@ — 8) Qi [22]. 
D'où 
O Lal= p(Izn D CM Las fol — f ral}. 
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Puisque j [z,] > f [z]}, où z, est l’élément sur lequel la fonctionnelle 
f(z]l atteint sa valeur minimale, alors 


1 


FOI {MS Uz fol — f [zol} = Ci, 


où la constante C, est indépendante de n. Il s'ensuit que pour tout n 
Ï Zn Il < Cas | 


où C, est une constante indépendante de n. Ainsi donc, {z,} € Sr 
pour r = C,. Les sphères S, étant par hypothèse compactes dans F, 
la suite {z,} est aussi compacte dans F. Sans changer les notations, 
nous admettrons qu'elle converge (dans la métrique de F) vers un 
élément z€CF. 

Montrons qu'elle converge fortement vers l'élément z € F. A cette 


fin nous montrerons qu'elle est fondamentale dans F, c'est-à-dire 
que pour tout & > Oil existe un nr (e) tel que pour nr > nr (e) et pour 
tout p>0on a 


| Z2n+p— 2n | Le. 


Admettons que ce soit faux. Il existe alors un e, et des suites 
d'indices {r,} et {m,} (où m, = nr; + p) tels que 


[| 2m x — Zn x | 2 E€o- 
Soit 
Ex = 0,5 (Zmy — Zny)- 
Alors 
Cr = 0,5 (Zmy + Zn) = Zap + Er = Zmp — Ex. 
Du moment que Zn, €t Zm, SOnt éléments de la suite {z,} minimi- 
sant la fonctionnelle M£ [z, fl et que la suite 


{MX Zn, fol} 
est décroissante, il est évident que pour un # suffisamment grand on a 


fo Lén1 + ap (Il En 112) — fe [Zn + 2P (Zn IN} > — En 


et 
fe 1x1 + ap (1 En 1) — (fozmgl + &P (1 Zmy 7} > ER: 


où ex et ex +0 pour £ —+ co. 
Vu que l'injection de F dans F est continüment convexe, on a 


lim fs [Zn] — ]im Îe [Z2m,] = lim fs [ox] 
kR— 00 R—00 R— 00 
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et 


— Eh, 


P (I En 7) — € (za 1) > 7. 
PI Ex 12) —g (my [2 >Ek, 


où ex et ex +0 pour # —+ oo. 
Etant donné que o (|| z |) est une fonction croissante uniformé- 
ment continue dans le domaine || z || < C2, il résulte de (7 ; 1,4) que 


{ | Zn |? + 2 (Zap En) LE ] En ]F} SE Ï Znk > = Bk 
et 
{1 3m N° — 2 (mp S4) + En 1} — 1 2m > — Br, 
où By et Br 0 pour k —+ oo. 
I1 en découle que 
2 Ï Es | — 2 (my —2np Ex) = —2 Ï Sk > — (Br + Ba), 
ou que 
I Ex IF <0,5 (Br + Bx) — 0 pour k —+ oo, 
ce qui contredit l'hypothèse selon laquelle 
[Ex 11= 0,511 2m — Zn 12-05 60 


Ainsi donc, la suite {z,} est fondamentale dans F et fortement 
convergeante vers un élément z € F. Comme la métrique dans F est 
majorante par rapport à celle dans F, on a : = z. Il est évident que 


c’est bien sur l'élément 2,4 = 2 = z que la fonctionnelle M, {z, fl 
atteint sa valeur minimale. Le théorème est démontré. 


$ 2. Méthode stable de résolution des problèmes 
de commande optimale 


1. Soit donné un système d'équations 
dz/dt = Ft, x, u), (7 ; 2,1) 


où z(t) = fr! (4), x° (t), . .., x” (t)} est une fonction vecteur d’un 
espace à r dimensions définie sur l'intervalle {, < 1 < T, et soit 
u (t) = {u!(t),u* (t),...,u” (#)} une fonction vecteur de commande 
d’un espace métrique complet U à m dimensions. Nous allons consi- 
dérer les solutions du système (7 ; 2,1) vérifiant les conditions 


T (£o) — Los (7; 2,2) 


où x, est un vecteur donné. 
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Nous examinerons la classe des problèmes de commande optimale 
dans lesquels la fonctionnelle objectif ne dépend que des variables 
de phase. 

Soit donnée une fonctionnelle continue non négative f [x] définie 
sur les solutions du problème (7 ; 2,1), (7 ; 2,2). Puisque ces solutions 
dépendent de u, zx =z,f(t), la fonctionnelle f[z, (t)}] = © l[u] 
est définie sur U. Proposons-nous de chercher une commande u, (t) 
qui minimise la fonctionnelle ® [z] (problème U). Cette commande 
sera dite optimale. 11 a été indiqué plus haut que ce problème n'est 
pas bien posé. Supposons qu'il existe dans l’espace U une commande 
optimale u, (t). 

Dans ce paragraphe, nous donnons une méthode stable de recher- 
che approchée de , (t) basée sur l’idée de la régularisation, comme 
dans [172]. Comme il a été indiqué plus haut, pour obtenir cette 
méthode il suffit d’avoir un algorithme de construction des suites 
minimisantes {u, (t)} convergeant vers la fonction u, ({). 

2. Considérons la fonctionnelle lissante 


Be [u] = © [u] + aQ [ul], 


où € [u] est une fonctionnelle stabilisante. La fonctionnelle Be {[u]) 
est non négative, il existe donc sur U sa borne inférieure B£: 


BY = inf B°[ul]. 
uEU 


Soit U, un sous-ensemble de l’ensemble U admettant une métri- 
sation p, (U, Ua) majorante par rapport à celle de U. 
Posons Q, [lu] = pi(u, ü,), Bzlul = OŒlul+aQ, et B£s 


— inf B«{ul, où &, est un élément quelconque fixé de U.. Boit 
uEU 

{a,} une suite décroissante de nombres positifs convergeant dors 

zéro (a, —»0), et soit {u,, (f)} une suite des commandes dans U.. 


On a le 


Théorème 1. Si le problème U n'admet qu'une seule commande 
optimale u, (t) appartenant à l’ensemble U,, alors la suite des fonctions 
(ua, (1)} vérifiant les inégalités 


Ba [ua (O1 <Bo + GC, 


où C est une constante indépendante de a, converge vers u, (t) dans la 
métrique de U. 


Si U, est un espace hilbertien, on a le 


Théorème 2. Etant donné une injection s-compacte et continüument 
convexe de U, (de métrique P: (u,, u:)) dans U, il existe un élément 
us (t) € U, qui minimise la fonctionnelle B% [ul. 
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Les démonstrations de ces deux théorèmes sont parfaitement ana- 
logues à celles des théorèmes 1 et 2 respectivement du $ 1, aussi 
omettrons-nous de les donner ici. 

De ces théorèmes on déduit immédiatement une méthode stable 


de recherche approchée de la commande optimale. 


Exemple. Considérons un problème modèle de l'ascension 
verticale d'une fusée-sonde dans une atmosphère homogène à l’alti- 
tude maximale [31, 32], problème dont on connaît la solution exacte 
[127]. 

Le mouvement vertical d’un corps de masse variable m (£) dans 
une atmosphère homogène se laisse décrire par un système d'équations 


du 
dt 


dm 


1 2 
= leu) (Hs, = —u(t) 


assujetti aux conditions initiales m (0) = m,, v (0) = v,. Ici m (6) 
est la masse variable du corps (m, = m (t) = u, u étant la masse 
du corps de la fusée), v (t) la vitesse du corps, u (t) la fonction de 
commande égale à la diminution de la masse (consommation du 
combustible) pendant une seconde de vol; a, c, g sont des constantes: 
a — 2500 m/s est la vitesse relative de projection des gaz, c — 
= 0,2.10-7 kg-s/m le coefficient balistique généralisé de résistance 
de l'air, g — 9,81 m/s° l'accélération de la pesanteur. 

Les solutions approchées de ce problème, même grossières, accu- 
sent un saut prononcé au moment initial (£ — 0), c'est-à-dire qu'el- 
les ont une particularité du type ô. Aussi est-il naturel de chercher 
la solution sous la forme u, = AG (t) + u (t), où À est une constante 
et Ô (t), la fonction delta de Dirac. La fonction inconnue w ({) sera 
alors continue et suffisamment lisse. La recherche numérique de 
cette fonction sera de loin plus facile que celle d'une fonction à 
singularité du type Ô. Présentée de cette manière, la solution doit 
être interprétée en ce sens que pour atteindre l'altitude maximale, 
il y a intérêt à brüler une certaine quantité de combustible instanta- 
nément et qu'une fois une certaine vitesse v* atteinte, la masse 
restante de combustible doit se consommer de façon progressive. 
Il est évident que la fonction de commande optimale v (4) doit être 
positive sur un certain intervalle 0 < t  T} et devenir égale à 
zéro ou t> T*. Il s'agit de déterminer w (t) et les paramètres 
v, et 1,. 

Nous avons donc à considérer une fonctionnelle objectif bipara- 
rt [u, v,, T,l, qu'il s'agit de minimiser pour trouver u ({) 
er v,, dd: 

Conformément à la formule de Tsiolkovski, la masse de combus- 
tible m, qui doit être consommée instantanément pour développer 
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la vitesse v, se déduit de la relation 


= vo+a|in (1 — 1) : 


mo 


A est trouvé d’après m,. Dans la suite on pose v, = 0, m, = 1. 
L'altitude H — H [v (u)] atteinte par la fusée est égale à l’inté- 
T 


grale | v (t) dt, où T est l’instant de vitesse nulle, v (T) = 0. Elle 


0 
peut être mise sous la forme H = H, + AH, où 
Ti De 
… ES MS 
His | var. AH = In (1 +—È JE 
v, étant la vitesse de la fusée au moment où la combustion prend 
fin (4 = T;). 
Prenons comme fonctionnelle objectif 


H 
AUX Vi Tj=1- el 9 


où H, est un nombre proche de l’altitude maximale cherchée. Le 
problème de minimisation de cette fonctionnelle étant instable, nous 
allons le résoudre par la méthode de régularisation. 

Pour la recherche d’une solution approchée (régularisée), nous 
prenons une fonctionnelle stabilisante Q [u] de la forme 

T 
Qu] = | (u"} dt. 
0 
Le problème se réduit à la minimisation de la fonctionnelle 
O2 [u, v, Ti] = flu, v, T,] + aQ lu] 
pour les conditions supplémentaires 
T 
u(t)>0, | u(t)dt=1—ni{ 

(1) 

La procédure de la recherche de la solution approchée de ce 
problème pour « fixé est la suivante: on se donne une suite de couples 
de nombres {v{r), T(n)}; pour chacun des couples vf"), Tir), on trouve 
la fonction u; ({) qui minimise la fonctionnelle Ou, vtr), T(m)]. 
Puis, dans la suite {v{"), T{n)}, on trouve le couple v?, T? sur lequel 
la fonctionnelle @® [us (4), vtr), T{r)] passe par le minimum. 

Pour des valeurs élevées de « (de l’ordre de 105), le minimum 
de la fonctionnelle ®® [u, v,, T.]l est atteint sur des fonctions sen- 
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siblement constantes. Lorsque les valeurs de «& sont petites (&œ << 0,1), 
la solution est très influencée même par des petites erreurs acciden- 
telles de calcul. La commande optimale approchée représentée sur 
la figure 9 en pointillé est obtenue pour &« = 10°, v, — 9931,721 m/s, 


(1), Kg/s 


50 100 150 IOPS 
Fig. 9 

T;, = 176set un = 0,7; en continu est montrée la commande optima- 

le exacte. H et H, prennent les valeurs résumées dans le tableau 

ci-après. 


Solution exacte Solution approchéc 


H;—=0,16507-107 m 0,16514-10° m 
H—0,51496-107 m 0,51497-107 m 


Le minimum de la fonctionnelle ® [u, v,, T,] a été cherché par 
la méthode de projection du gradient. 

3. Examinons un des problèmes de grande importance pratique 
dans lesquels on demande de minimiser une fonctionnelle. 

Problème inverse de la théorie des an- 
tennes. Gonsidérons une antenne linéaire réalisée sous la forme 
d'une tige rectiligne de longueur 2/. Dirigeons l’axe de la variable z 
le long de la tige. 

Supposons qu'on ait induit dans cette tige, au moyen d’un appa- 
reil approprié, un courant d'amplitude j (2) qui varie avec le temps 
suivant la loi eict, Ce courant fait naître dans l’espace entourant la 
tige un champ électromagnétique symétrique par rapport à l'axe 
des z. Les intensités des champs électrique et magnétique engendrés 
par le courant j (z) et l'intensité du rayonnement de l'antenne sont 
déterminées par ce courant, c’est-à-dire qu'elles représentent des 
fonctionnelles A: [j}l, À x [j] et A xlil. 

Si l’on matérialise dans un plan Q passant par l'axe de la tige 
une circonférence d’un rayon À suffisamment grand (très supérieur 


460 M£THODES DE MINIMISATION DES FONCTIONNELLES (CH. VII 


à la longueur d'onde à et à la longueur de la tige 21) et de centre 
dans le point milieu de la tige, alors le vecteur intensité du champ 
magnétique aura en tout point de cette circonférence la même direc- 
tion, perpendiculaire au plan Q. La grandeur de ce vecteur sera 
fonction du rayon R et de l’angle 0 entre l’axe des z et la droite diri- 
gée du centre de la tige au point de réception, tandis que ses valeurs 
relatives (rapportées par exemple à sa valeur en un point quelconque 
de la circonférence) ne seront fonction P (6) que du seul angle 86, 


en sorte que 
A (j] = P (6). 


La fonction P (6) s'appelle diagramme directionnel de l'antenne 
(suivant l'intensité du champ magnétique; de manière analogue se 
définissent les diagrammes suivant l'intensité du champ électrique 
et suivant le flux de rayonnement). 

Dans le cas où l’antenne a une configuration plus compliquée, 


son diagramme directionnel À (ÿ] sera en général une fonction 
vectorielle des deux coordonnées sphériques 6 et @ du point de ré- 
ception: 

A{j]=2 (86, œ). 

Quand l'antenne est linéaire de longueur 2/, la relation entre le 
courant j (z) et le diagramme directionnel P (6) s'exprime par la 
formule (voir [177]) 

l 
Al[j]=sin6 | j(zhe-ik:cos0 gz — P (0), (T ; 2,3) 
ns 
où # — w/c est le nombre d’onde, c la vitesse de la lumière. 
Le problème direct de la théorie des antennes consiste à déter- 


miner le diagramme directionnel P (6, œ) à partir du courant donné 


j M), c'est-à-dire à calculer la fonction P (86, ) = À (Gi. 
Par problème inverse, on entend généralement le problème de 


recherche de la répartition du courant j (M) telle qu’elle détermine 


le diagramme directionnel désiré P (6, @). Pour le cas de l’antenne 
linéaire, ce problème se ramène à la résolution de l'équation inte- 
grale de Fredholm de première espèce (7; 2,3) par rapport à j (z). 
On sait que ce problème est mal posé. Il est à noter que l'équation 
(7; 2,3) n’a de solution que pour une classe restreinte des seconds 
membres P (6), seulement pour des diagrammes directionnels réali- 
sables; or, les diagrammes exigés n’appartiennent généralement pas 
à cette classe. En outre, dans la pratique, la répartition du courant 


j (M) est assujettie à toute une série d’exigences et contraintes (par 
exemple, l'intensité du courant et sa dérivée doivent être bornées; 
la puissance réactive doit être minimale, etc.), impossibles à prendre 
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en considération lors de la résolution de l’équation (7 ; 2,3). D’autre 
part, au diagramme directionnel sont aussi imposées certaines con- 
ditions supplémentaires; ainsi, le diagramme à réaliser doit être 
proche d’un diagramme théorique, différent de zéro à l’intérieur d’un 
secteur fixé et égal à zéro en dehors de cet intervalle (cas d'une émis- 
sion radio strictement dirigée); la puissance maximale doit être 
atteinte dans le lobe principal ; l'énergie dans les lobes secondaires 
doit être minimale, et ainsi de suite. Pour cette raison, il est plus 
rationnel de poser le problème inverse de la théorie des antennes d’une 
façon différente. 


Soient O, [2° (B, p)], i = 1, 2, ..., n, des fonctionnelles telles 


que la i-ième fonctionnelle est définie sur les fonctions P (6, œ) vé- 
rifiant la i-ième exigence (condition) imposée aux diagrammes direc- 
tionnels. * 


Soient ensuite Y, Lj (D), k — 1,2,..., m, des fonctionnelles 


> 

telles que chacune d'elles est définie sur les fonctions ÿ (M) vérifiant 
une condition imposée à la répartition du courant. Ces fonctionnelles 
caractérisent la complexité de la construction. 


Considérons les fonctionnelles Y (j] DEA T (5 et OIP] — 
k=1 


«€ 


— à B:D, LP], (y et Bs positifs), dans lesquelles les facteurs de 


pondération vx et B; sont choisis conformément à l'importance et à 
l'influence des conditions correspondantes imposées à la répartition 


du courant et aux diagrammes directionnels. La fonctionnelle ® [P] 
est définie sur les fonctions vérifiant toutes les exigences imposées 


aux diagrammes directionnels; la fonctionnelle Ÿ (j] l’est sur les 


fonctions j (M) vérifiant toutes les conditions imposées aux répar- 
titions des courants. 

Nous considérons donc comme solution approchée du problème 
inverse de la théorie des anfennes (comme dans [177]) le courant 


j (M) réalisant le minimum de la fonctionnelle D sous la condition 
Y < W,, ou de la fonctionnelle 
O[A[j11+ OT [j], 

où Ô est un facteur numérique caractérisant l'influence des contrain- 
tes imposées à la répartition du courant. Les problèmes de minimi- 
sation de pareilles fonctionnelles ont été étudiés plus haut. 

Pour s'assurer que les paramètres trouvés sont optimaux, on 
effectue en général un calcul expérimental. 

Le problème que l’on vient de considérer est typique pour les 
projets des systèmes optimaux ou des constructions optimales. 
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CHAPITRE VIII 


METHODES STABLES DE RÉSOLUTION DE PROBLÈMES 
DE PLANIFICATION OPTIMALE 
(DE PROGRAMMATION LINÉAIRE) 


Beaucoup de problèmes de planification optimale et de program- 
mation mathématique (linéaire et non linéaire) sont instables: de 
faibles variations des données initiales peuvent entraîner des varia- 
tions importantes, et même aussi grandes que l’on veut, de la solu- 
tion. Au fait, dans ces problèmes, la solution est mal définie. Cet 
état de choses résulte de la position incorrecte du problème. Pour les 
applications, il est très important de pouvoir préciser le problème, 
car les méthodes mathématiques utilisées dans la planification (dans 
la mise au point des plans optimaux) sont essentiellement basées 
sur la résolution de pareils problèmes. 

Une importance primordiale est attachée à l’étude des méthodes 
de recherche des « solutions » de ces problèmes, stables vis-à-vis de 
faibles variations des données initiales. 

Le chapitre qui commence est consacré justement à ces questions. 
Au $ 1 nous discutons la position des problèmes de planification 
optimale et de programmation mathématique (y compris la program- 
mation linéaire) en montrant leur instabilité. La notion de solution 
normale est introduite. Aux paragraphes suivants sont considérées 
les questions d’existence et d’unicité de la solution, ainsi que les 
méthodes, basées sur l’idée de la régularisation (voir ch. IÏ), de re- 
cherche des solutions approchées stables vis-à-vis de faibles variations 
des données initiales. 


$ 1. Sur la position des problèmes de planification optimale 
et de programmation mathématique 


1. Citons la formulation classique d’un problème typique de 
planification optimale. 

Soit z; le programme actuel de fabrication d’articles de j-ième 
dénamination, 1 <j Ln; «a; est le programme maximal d'articles 
de j-ième dénomination; c;, est le temps total nécessaire à la fabrica- 
tion d’un article de j-ième dénomination sur tous les groupes prin- 
cipaux d'équipement. Alors le produit scalaire œ, (2) = (c, z) des 
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vecteurs © = {Cy, Co, - - -, Cn} et Z — 21, Ze, . . ., 2, } caractérise le 
chargement (l'occupation) de l'équipement pour Je plan de produc- 
tion z. Soient ensuite b; le temps de disponibilité du i-ième groupe 
d'équipement, 1<i<m; a;, le temps de fabrication du j-ième 
article sur le i-ième groupe d'équipement. 

Désignons par G l’ensemble des vecteurs z (plans) vérifiant les 
conditions: b — Az > 0, 0<z< a, où « et b sont des vecteurs 
b = {b,, be, ..., bm}, à = {ay, a, ..., a} et A = {a;;}, la 
matrice d'éléments ay. 

Mettre au point un plan optimal z, c’est trouver sur l’ensemble 


des vecteurs (plans) G un vecteur z tel que le chargement de l’équipe- 
ment soit maximal, c’est-à-dire que 


max pi (2) = qi (2). 
2€G 


La fonction œ (z) est dite fonction objectif du problème. 

Dans [178] sont cités des plans de production trimestriels opti- 
maux d'une usine, calculés avec différente précision donnée d’élé- 
ments initiaux. Les résultats des calculs sont résumés dans le ta- 
bleau 1 ; les chiffres romains désignent les variantes des solutions 
correspondant aux diverses données initiales, et les chiffres arabes, 


les composantes des solutions (vecteurs 2). Regardant ce tableau, on 
remarque que pour des valeurs sensiblement égales optimales de la 


fonction objectif q (z) (les variations étant de l’ordre de 1 %), le 
nombre d'articles à produire d’après ces plans optimaux varie pour 
certaines dénominations dans les limites de quelques centaines. Ce 
problème est donc instable. 

2. Les problèmes de planification optimale sont un cas particu- 
lier des problèmes de programmation linéaire ou, plus généralement, 
des problèmes de programmation mathématique. 

Soient À” un espace à n dimensions des vecteurs z = (23, 20, o + « 
+ Zn); £ (z) et À (z) deux fonctions vecteurs définies sur R”: 


g(2)={gu(z), ga(z), ++, 8p (2)}, \ 
R(2)={hp;1(2), Rp4s (2), + +, Rm (2)} (p <Âm), 
où g;(z) et h;(z) sont des fonctions scalaires. 
Désignons par G l’ensemble des vecteurs z de l’espace R”" pour 
lesquels g (2) > 0 et À (z) = 0, c’est-à-dire que 
G= {z;, g(2)>0, h(z) = 0). 


Soit y (z) une fonction scalaire donnée. 
11° 


soçqnot 
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Le problème de programmation mathématique consiste à recher- 


cher sur À” un vecteur z qui minimise la fonction œ (z) sur l’ensemble 
G, c'est-à-dire un vecteur tel que 


p(z)= min q(z). (8 ; 1,1) 
2€G 


La fonction œ (2) est dite fonction objectif du problème (8 ; 1,1). 

Si les fonctions œ (z), g (z) et k (z) du problème de programmation 
mathématique sont linéaires, on dit que c’est un problème de pro- 
grammation linéaire. En règle générale, les problèmes de planifica- 
tion optimale sont des problèmes de programmation linéaire. 

3. En pratique, l’information sur les fonctions œ (z), g (z) et 
h (z) a un caractère approximatif. Si, par exemple, ces fonctions sont 
définies avec une erreur, ceci signifie qu'au lieu de o (2), g (z) et 
k (z), on est en droit de prendre des fonctions quelconques , (2), 
£ga(z) et hk; (2) telles que 


ps ()—p()I<6, Iges()—-g(i<$ 
Ike (z) —hk() I < 8 *). 


Par ailleurs le choix des fonctions 4 (2), £g4 (z) et k4 (z) dans l’en- 
semble 


Qsp, 8, h) = {ps £e ha): Ipa — Il < 6 
ge —giI<6, [hs —h|| < 6} 


se fait, généralement, de façon arbitraire. 
Ainsi donc, la solution du problème initial (8; 1,1) ne peut être 
appréciée qu'à travers l’appréciation de celle du problème approché: 


min @ (2), (8 ; 1,2) 
2€GS 


avec Ga = {2; gs (7) > so (z) = 0}, choisi au hasard dans la 
classe des problèmes sdb définis par Q:. 

4. Soit H, (y, £g, h) l’ensemble des solutions 26 des problèmes 
du type (8; 1,2) pour toutes les fonctions (@s, £e, ke) € Q 4. On dit 
que le problème (8 ; 1,1) est stable si 


As = sup ]z5— 551] — 0 pour 8 —+ 0. 
20, :6€HQ 


Par contre, s’il existe un nombre B > 0 tel que pour ô > 0 on 
trouve deux triplets de fonctions (ps, ge, hs) et (me, 6, he) sur Q3 


*) Pour simplifier l'écriture, on a pris la même valeur de 6 pour toutes les 
trois fonctions Pr 8 h. En réalité, a est estimée PA les vecteurs Ô’ — 
= (6;, | ps Oppir + + -» Om) et 0” — (6, 05, . . ., Ôn) munis de normes 
convenablement choisies. 
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et les solutions correspondantes du problème (8; 1,2) zs et zs pour 


lesquelles 
Iz—z1>8B, 


on dit que le problème (8; 1,1) est instable. 

Les problèmes instables de planification optimale et de program- 
mation mathématique peuvent naturellement être appelés aussi 
problèmes mal posés. I] est évident que les solutions exactes 24 et 
zs du problème (8; 1,1) mal posé à données initiales approchées 
(os, gs. hs) et (ps, ge, h6) n'apportent pas l'information suffisante 
sur la solution du problème initial. 

Ainsi donc, avec les solutions exactes des problèmes de cette 
espèce on ne peut pas être sûr d'avoir les solutions exactes des pro- 
blèmes de planification optimale à données initiales approchées. 

On rencontre souvent une telle situation lors des calculs suivant 
diverses méthodes de résolution numérique des problèmes de pro- 
grammation mathématique. Notons par ailleurs que, malgré les 
différences notables des] solutions zs et 25, il peut arriver que les 
valeurs des fonctions objectifs œs (25) et œs(zs) soient peu diffé- 
rentes. Ce cas est justement illustré par le tableau 1. 


$ 2. Problèmes de planification optimale. 
Existence et unicité de la solution 


1. Soient donnés une matrice À = {a;;} d'éléments a;; et des 


vecteurs u = {u,} et c = {c;}, c; > 0, où i = 1, 2, ..., m, j — 
— 1, 2,..., nr Examinons le problème suivant de planification 
optimale. 

On demande de trouver, sur un ensemble G de vecteurs (éléments) 
z = {z,} appartenant à un espace R"° à n dimensions et vérifiant 


les conditions 


Az=u, (8 ; 2,1) 
z1>0 (j=1,2,...,n), (8 ; 2,2) 
un élément (vecteur) z = {z,} tel qu'il minimise la fonction 
p(z)=(c, => C2 (8 ; 2,3) 
c'est-à-dire tel que 
œ (z) = min o (2). (8; 2,4) 


Il s’agit évidemment d’un problème de programmation linéaire. 
Ici g(z) = 7, h(z) = Az — u. 
2. Si dans la condition (dans le système d'équations) Az = vu 
les lignes sont linéairement dépendantes, le problème (8; 2,1) à 


6 2] PROBLÈMES DE PLANIFICATION OPTIMALE 167 


(8 ; 2,3) est généralement mal posé. Dans la plupart des cas, on admet 
que les lignes des conditions proposées sont linéairement indépendan- 
tes. Or, étant donné l’imprécision des données initiales, cette hypo- 
thèse est pratiquement impossible à vérifier. Aussi, dans la suite, se 
refusera-t-on à faire l'hypothèse de l'indépendance linéaire des con- 
ditions proposées, de sorte que seuls seront considérés les problèmes 
mal posés de la forme (8; 2,4). 

Démontrons l’existence de la solution de pareils problèmes. 

Théorème 1. Si Les conditions (8 ; 2,1) et (8; 2,2) sont compatibles, 
le problème (8 ; 2,1) à (8 ; 2,3) admet au moins une solution. 

Démonstration. Soit c; > 0 pour 1 <j < j9 et cy = 0 
pour jo < j L nr. Désignons par À, l’ensemble des vecteurs de l’es- 
pace R" pour lesquels est vérifiée la condition (8; 2,2) 


R=t;z>0}h j=1,2,..,n. 


Soit À: l’ensemble des vecteurs de l’espace R” pour lesquels sont 
vérifiées les conditions (8; 2,1) et (8; 2,2): 


R:= {7,72€ R, Az = u). 


D'après l'hypothèse de compatibilité des conditions (8; 2,1) et 
(8; 2,2), l'ensemble R, n'est pas vide. 

Soit q, la borne inférieure des valeurs de la fonction objectif 
œ (2) de (8 ; 2,3) sur l'ensemble R, et soit {z(* } une suite minimisante 
des points de R;, c'est-à-dire telle que œ (2) —@, pour k — co. 
On peut admettre évidemment que pour tout & > 1 on a @ (z*) < 
< 9 (z*-). 

Puisque 

p (0) <p (0), 
on a pour 41<j<jo 
ea <q (1) Kg (2). 


Donc, pour 1 <j jo les coordonnées z{*) du vecteur Æ* sont 
limitées: 
k œ (zh) 
2{ re ; 

Quels que soient des nombres positifs d;, l’ensemble des points 

de l’espace R2 pour lesquels 
0<z<dy 1<j<jor 

est compact dans Rà, La suite {2} des vecteurs 


De CO LR Et 2 +. 
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de l’espace Rù appartient à un parallélépipède d’arêtes 
d _ p (20H) | 
Cj 

On peut donc en extraire une sous-suite qui converge vers un certain 
vecteur z € Rio. Posons, sans changer les notations, que 

lim 20 = 3 — {25}, 1<j< jo- 

R— 00 
Comme œ (z) ne dépend que des j, premières coordonnées du vecteur 
z (c; = 0 quand j > j,), on a p (2) = Po- 

Considérons le système d'équations par rapport à z”1 
A"z" = — A'z'+u, (8 ; 2,9) 


DJ 


ou 
2" = {2;j}, 1<Lj<jo z = {2j}, Jo <i<A, 
A'"= {a;j}, 1<j< jo A"— {a;j}, jo <i<n, i== 1, 2, °c...) M. 
Puisque le système 
FLAT À"z%) 


est compatible (soit z” — z{*) sa solution) et que le vecteur u — 
— à — A'z% vérifie toutes les relations linéaires auxquelles satis- 
font les lignes de la matrice 4”, le système (8; 2,5) est compatible 
lui aussi. Il admet une solution distincte de zéro pour laquelle 
z, Z0 (jo <j Ln). En effet, s'il n’en est pas ainsi, la variété li- 
néaire des éléments z” pour lesquels 4”z” = u se trouve séparée de 
l'ensemble R° = {z”;, 2, >0, j, << j L nn} d'une distance positive 
finie. Alors les variétés définies par les relations 


A'z'=u— AN (k—=1,2, ...), 


pour des k suffisamment élevés, se trouvent elles aussi à des distances 
finies de R°. Or, cela contredit le fait que z‘* € R.. 

Prenant une solution quelconque non nulle z” € R° du système 
(8 ; 2,5) pour laquelle z; > 0 (j, << j < n), on s'assure que le vecteur 


Land 


Z2 = (21, 299 7 Zjgs 2jo+is ee: Zn) 


vérifie les conditions (8; 2,1) et (8; 2,2) et que @ (z) = . Le théoré- 
me est démontré. 

L'exemple qui suit montre que la solution du problème (8; 2,1) 
à (8; 2,3) peut être non unique. 


Exemple 1. Soit o(z) = z,. La condition (8; 2,1) a la forme 


2 —2, = (0, 
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Il est évident que le minimum de la fonction œ (z) = z, sur l’ensem- 
ble R, = {z; 1; 0; j = 1,2, 3} est égal à zéro et qu'il est atteint 
sur les points de la demi-droite z, > 0 définie par les équations 

Zn 2j). 23 — 0. 

3. Dans le cas où il y a plus d’une solution, il convient d'imposer 
des conditions supplémentaires à la solution cherchée pour que le 
problème soit déterminé. 

Plaçons-nous dans le cas d’un problème de planification opti- 
male. Supposons qu'un travail soit effectué conformément à un plan 
2% et qu’on demande de le modifier en raison du changement des 
données initiales. D’autres plans optimaux correspondent aux nou- 
velles données initiales. Parmi ces plans, il est naturel de choisir 
celui qui s’écarte le moins du plan primitif z°, comme entraînant 
les moindres frais de réorganisation, si ces derniers n’ont pas été 
pris en considération au moment de la position du problème. On 
choisit la mesure de l'écart du plan nouveau 2° par rapport au plan 
ancien z‘% comme l'écart quadratique pondéré 


es— — l/» 
[so 201 IZ ps — 2" 
J 


ou, plus généralement, comme une forme quadratique définie posi- 
tive. Ceci posé, introduisons la définition suivante. 


Définition. Soit donné un vecteur 2% € R". On dit que 


le vecteur z‘° est la solution normale du problème (8; 2,1) à (8; 2,3) 
(relativement à 2%) si 


F2 — 20 |] < 1e — 240 |, 


où z est une solution quelconque du problème. Si le problème (8 ; 2,1) 
à (8; 2,3) admet une solution unique, celle-ci coïncide évidemment 
avec la solution normale. Si le problème admet plus d’une solution, 
l'existence de la solution normale est toujours évidente, car l’en- 
semble Æ sur les éléments (vecteurs) duquel la fonction œ (z) passe 
pa le minimum est fermé, étant la partie commune de trois ensembles 
crmés 


{2; Azœu}, Ri=fz;:2,>0, j —1,2,....n}, {2; p(z) =}. 


Théorème 2. La solution normale du problème (8; 2,1) à (8; 2,3) 
est unique. | 

Démonstration. Admettons qu'il existe deux solutions 
normales distinctes du problème considéré z‘! et 21%. Quelle que 
soit la quantité &« > 0, le vecteur 


az + ps, B—1—0, 
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vérifie la condition (8 ; 2,1) (en vertu de sa linéarité) et la condition 
(8; 2,2). En outre, 


p (2) = ap (21) +Bo (22) = apo-+ po = Po- 

Comme 2‘! et 2°? sont deux solutions normales, on a 

|| z0D — 200) Il —_ || 2(2) — 2%]. 
D'autre part, pour a = 0,5 

EE 0,5 (2 + 22) 
et 
12 — 20 12 |] 24 200 112 1 0,5 (260 — 22 |[2. 

Donc, 

Il 2 — 710) << 1129 — 20 ][2, 


ce qui contredit l'hypothèse selon laquelle z'! est la solution norma- 
le si 24 = z®, d’où le théorème. 


Il a été noté plus haut que la solution du problème (8; 2,1) à 
(8; 2,3) est généralement instable vis-à-vis de faibles variations 
de l'information initiale. Le paragraphe suivant est consacré à 
l'étude de la méthode stable de résolution de pareils problèmes: 
c'est la méthode de régularisation. 


$S 3. Méthode de régularisation appliquée à la résolution 
de problèmes de planification optimale 


1. Dans les problèmes de planification optimale, les données 
initiales sont généralement définies de façon approximative. Nous 
allons distinguer dans la suite deux espèces de problèmes, en les 
désignant sous les termes de problème exact (problème à résoudre) 
et de problème approché (problème qu'on se propose de résoudre au 
lieu du problème exact). 

Le problème approché ne permet de juger ni de la stabilité du 
problème à résoudre, ni de l’unicité de la solution de ce dernier, 
même si le problème approché possède ces propriétés. Comme on 
l’a vu, la solution exacte du problème approché n’aide pas à se faire 
une idée sur la solution du problème à résoudre. Au point de vue de 
l'information disponible, on peut prendre en qualité de données 
initiales du problème à résoudre (problème exact) n’importe quelle 
collection de données initiales {p, g, hk}, pourvu que ces dernières 
vérifient les conditions 


ps) —p() IS, hs) —h()I< 6, 
ge) —g(i< 6. (8; 3,1) 
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Il est à noter qu'en ajoutant aux conditions Az = u des équations : 
linéairement dépendantes, on rend le problème instable (même s’il 
était stable), bien qu’il reste équivalent au problème initial au sens 
classique. Lorsqu'il s’agit d’un problème de programmation linéaire 
(de planification optimale) soumis à un assez grand nombre de con- 
ditions Az = u, on est le plus souvent dans l'impossibilité de véri- 
fier pratiquement si la condition d'indépendance linéaire est remplie 
ou non. 

On a donc besoin d’une méthode de résolution des problèmes de 
programmation linéaire (de planification optimale) telle qu'elle 
n'exige pas de faire l'hypothèse sur l'indépendance linéaire des 
conditions ÀAz = u. Une telle méthode stable de recherche approchée 
de la solution normale du problème exact est décrite dans ce para- 
graphe. 

2. Posons le problème de planification optimale comme un 
problème variationnel: on demande de chercher le minimum de la 
fonction œ (z) (@ (z) > 0) ou, ce qui revient au même, de la fonction 
p* (:) sur l’ensemble 

G= {2,72€ R1, Az = u}. 


Si p°(z) est une fonctionnelle stabilisante pour cet ensemble, 
c'est-à-dire si l’ensemble Ga des éléments z2€ G pour lesquels 
p (2) < d est un compact, l'existence de l'élément Zo. réalisant le 
minimum de œ (z) est évidente. Or, la fonction * (z) n’est pas tou- 
jours une fonctionnelle stabilisante, ainsi que le montre l'exemple 
considéré plus haut. 

Arrêtons-nous sur la définition de la mesure de l'erreur sur la 
donnée de œ (z). Soient données sur R” une fonctionnelle stabilisante 

n 


Q [z] (par exemple Q [:] — à Pa (Z: — 2?)°) et deux fonctions objec- 


tifs P (z) et p (z). Nous définissons la mesure de l'écart entre œ* (z) 
et p* (z) comme le plus petit des nombres 6 tels que 


[ep (2)—p°(2)1<8 (1 +0 [z]). 
Pour les problèmes de programmation linéaire dans lesquels 


* (z) et œp° (z) sont des fonctionnelles quadratiques, cette définition 
est naturelle. La présence du terme unité dans le second membre est 
nécessaire, car si Q [z,] = 0, @° (z,) n’est pas nulle en général. 

3. Soient données, dans un problème de planification optimale, 
au lieu des données unitiales exactes {4, u, c}, leurs ô-approxima 


tions {A, u, c}, telles que 
Iu—ull<S et |p(2)—g2(2)|<8(1+Q[z)), 


où p(z) = (c, z), p (z) — (c, z) et Q [z] est une fonctionnelle sta- 
bilisante sur R°" (une forme quadratique définie positive). 
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Introduisons une fonction objectif auxiliaire 
D()=p()+A(+QI), (1>0) 


et cherchons à résoudre approximativement le problème de planifi- 
cation optimale avec ®* (z) comme fonction objectif. Si À < Ô, une 
telle substitution est loisible au point de vue de la précision de 
définition de la fonction objectif, car 


[D (2)— (2) = (1+0Q 12) <ô (+ [z)). 
On demande donc de chercher parmi les vecteurs z appartenant à 
l'ensemble R, et tels que || 4z — u || < Ô un vecteur z, qui mini- 
mise la fonction ®* (z). La fonction objectif auxiliaire O* (z) (qui 
est une fonctionnelle quadratique) représente évidemment une 
fonctionnelle stabilisante quasi monotone sur l’ensemble R.. 

On est alors dans le cadre d’applicabilité du lemme du $ 2, ch. II, 
conformément auquel la borne inférieure exacte de la fonctionnelle 
(fonction) ®* (z) est atteinte sur le vecteur z, de R, pour lequel 
| Âzs — u || = 6. Ce problème équivaut à chercher le minimum de 
la forme quserauaue 


M (2, u, €, A]=|| 42—uP+a(q (2) + (1 +Q(:)], 


où le paramètre « se définit à partir de la condition || 4z, — u || = Ô 
et z, est le vecteur minimisant M [z, u, c, A]. Puisque || 4z, — u | 
est une forme quadratique, le résidu @ (&œ) = || Az, — u | est une 


fonction continue monotonement croissante, ce qui entraîne que le 
paramètre «& se laisse définir par la condition œ@ («) = ô* de façon 
unique. 

4. Généralement, dans la position mathématique de problèmes 
de planification optimale, on n'arrive pas à tenir compte, lors du 
choix de la fonction objectif @ (z) = (c, 2), de tous les facteurs inter- 
venant dans le problème. Parmi ces facteurs, citons à titre d'exemple 
la condition selon laquelle le plan optimal cherché répondant aux 
nouvelles données initiales (peu différentes des anciennes) doit être 
peu différent du plan ancien (c’est l'exigence du minimum de change- 
ment de structure). L'introduction dans la nouvelle fonction objectif 
®° (z) du terme À (1 + Q {z]) peut être considérée comme une sorte 
de correction tenant compte de l'influence des facteurs négligés 
dans la fonction objectif œ* (z), où À se présente comme grandeur 
estimant cette influence. 

On justifie d’une façon analogue (en faisant appel au chapitre IT, 
$ 2, p. 8, dans lequel est examiné le problème Az — u pour le cas où 
l'opérateur À et le second membre u sont connus approximativement) 
la construction de la solution approchée du problème de planification 
optimale à données initiales approchées {4, u, c} comme la recherche 
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de la solution du problème de minimisation de la fonctionnelle lis-. 
sante 


M$ {z, u, €, Aj=||pi+ a {q" (2) + (1 +Q1z))}, 
où « est déterminé d’après le résidu, à partir de la condition 
pi = pÿù (Âze, u) —h2D? (z) -= 2. 
Ici k caractérise l'imprécision avec laquelle est donné l'opérateur À 
(voir ch. II, $ 2). 
5. Revenons encore au problème de programmation linéaire: 


on demande de chercher l'élément z minimisant la fonction o (z) = 
= (c, z) sur l’ensemble 


R:={:; 4Az=u,2€CR;}, 


où À est un opérateur linéaire. 

Soit zo l'élément par rapport auquel on cherche la solution nor- 
male. Posons un problème auxiliaire 7,: chercher l'élément 2; 
minimisant la fonctionnelle 


D? (z) = œ° (2) + AQ [z] 


sur l’ensemble R,. Ici Q{z] est une forme quadratique définie 
positive. 

L'existence de l'élément z;, est immédiate si les conditions défi- 
nissant R, sont compatibles. Il est facile de voir que l'élément z; 
est unique. En effet, pour les problèmes de programmation linéaire 
l'ensemble À, est convexe. Supposons qu'il existe deux éléments 
zl et 2° minimisant la fonctionnelle quadratique ®* (z). Sur le seg- 
ment de la droite d’équation 


2=2k+B(zi—2), —o0 << oo, 


appartenant à R., les valeurs de la fonction ®* (z) représentent une 
fonction quadratique de B, laquelle ne peut admettre deux minimums. 
Dans le problème de planification optimale considéré plus haut, 


nous avons substitué à la fonctionnelle œ° (z) la fonctionnelle 
D (2) = p2 (2) + A (1 +Q /[:l). 


Montrons que la solution z; du problème faisant intervenir la fonc- 
tionnelle ®* (z) tend pour À — 0 vers la solution normale du problème 
initial. 

Soit z® la solution normale du problème (8; 2,1) à (8; 2,3). On 
a alors le 


Théorème 1. Pour tout & > 0, il existe un À, (e) tel que pour 
À So (e) on a 


2—2011<e, 
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c'est-à-dire que pour À —+0 la solution z1 tend vers la solution normale 
du problème (8; 2,1) à (8; 2,3). 

Démonstration. Supposons qu'il n’en soit pas ainsi. 
On a alors un &, > 0 et une suite {4,} convergeant vers zéro tels que 


pour tout k on a |]z, — 2% || > e,. Du moment que z;,, minimise 
la fonctionnelle œ° (z) + À,Q [z], on a° 


p (2, + MO [2,1<@? (20 + A0 [70]. 
D'où 
pf (RO) — qe (a : 
À 


Q (4,10 (2j + 


Comme p (x) <œ(z) pour tous les z de l’ensemble R.= 
= {z; PE =u,2CR;},onap(z%)<o (z,,). Donc, 


Q[2,1<Q (21. 


D'où l'on voit que la suite {z,,} appartient à un ensemble compact 
d'éléments z pour lesquels 


Q [z1<Q1(z0]. 
On peut en extraire donc une sous-suite convergente {z;,}. Soit 
z = lim z,. Il est évident] que |z — 20 || > e,. Puisque Zi € Ras 


LES. 


on a 
Az=u et zCR.. 
Il est tout aussi évident que 
p(z) = p (2%) 
et que 
Uz—2 1 =Q (1 <Q (20) = 1120 — 20 12. 


Ces conditions définissent l'unique solution normale du problème 
(8 ; 2,1) à (8 ; 2,3). Par conséquent, z = z'° ; or, cela contredit l'iné- 
galité || z — 22 || > &o, d’où le théorème. 

Remarque. Si les conditions (8; 2,1) et (8; 2,2) ne sont 
pas vérifiées (ou s’il est difficile de dire si elles sont vérifiées ou non), 
on peut chercher la quasi-solution du problème de programmation 
linéaire. A la recherche de la quasi-solution est applicable la méthode 
de régularisation que l’on vient de décrire. 
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6. Supposons que les données initiales À, u, c du problème (8 ; 2,4) 
nous soient connues approximativement. Au lieu de À, u, c nous 


Lu 


avons À, u, c tels que 
NAÂ—AI<SS, Hu—ul<é, Ic—cil<ée 


On ne peut chercher alors qu'une solution approchant la solution 
normale du problème (8; 2,4). On montrera dans ce paragraphe que 
pour un choix convenable des paramètres & et À adapté à l'erreur Ô 


sur les données initiales À, u, c la solution régularisée z,, 1, minimi- 
sant la fonctionnelle 
œ pu’ ed 
Mi (2; 4, u, c], 
approche avec une précision donnée a priori la solution normale 
cherchée 2‘ du problème (8; 2,4) à données initiales exactes À, u, c, 


et qu’elle est stable aux faibles variations de À, u, c. 
Notons tout d’abord que le système d'équations 


Cet 


Az=u 
n'est compatible que si 
uEU;= {u; u—Àz, 2CR"}. 


Si u 6 U3, alors, en désignant par v la projection orthogonale de 
l'élément u sur Uz%, nous avons 


Az—u|2= || 420 12+ 100 |f2. 
Il en découle que 
MÊtz; À,u,c]=M$lz; À,v, cj+llv—ulf. (8; 3,2) 


Le deuxième terme du second membre de (8; 3,2) ne dépend pas de 
« ni de À. Donc, l'élément z, 1} minimisant la fonctionnelle 
M? [z: À, u, c] minimise aussi la fonctionnelle M£ [z; À, v, c], et 
réciproquement. Etant donné que ces deux fonctionnelles sont des 
formes quadratiques positives par rapport à 2j, j = 1, 2, ...,n, 
l'existence d'un élément z, ; qui les minimise sur R, est évidente. 

7. Proposons-nous d'estimer l'écart de la solution régularisée 


par rapport à la solution normale exacte. 

Théorème 2. Soient connues au lieu des données initiales exactes 
A, u, c du problème (8; 2,1) à (8; 2,3) les données approchées À, u, c, 
telles que 


IÂ—AI<SS, Iu—ul<é, |le—cl<6. 
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Soient ensuite za, 1 l'élément minimisant la fonctionnelle 
M$ [z; À, u, c] 


sur l’ensemble R;, et 2° la solution normale du problème (8; 2,1) à 
(8; 2,3) à données initiales exactes. Soient enfin & (6) et B, (6) deux 
fonctions données continues croissantes non négatives, s'annulant pour 
ô = 0 et vérifiant la condition 


6® < &o (Ô) Bo (6). 
Alors, "quel que soit e >> 0, il existe des À, (e) et Ôo (e, Ào) (dépendant 


aussi de À, u, c, &o (ô), Bo (ô)) tels que pour tout Ài<h(e), Ô< 
< Oo (e, Ào) et à vérifiant : conditions 


CNE TT < — <a <L & (6) 


a lieu l'inégalité |zi —2 | < e. 

Démonstration. En vertu du théorème 1 du $ 3, il 
existe pour tout & >> 0 un À, (æe/2) tel que, quel que soit À < À, (æ/2), 
l'élément z, minimisant la fonctionnelle 


p? (2) + AQ [z] 
sur l’ensemble R., vérifie l'inégalité 
Ia. —2 0 | <e/2. 


Il suffit donc de montrer que dans les conditions du théorème 2 
de ce paragraphe, pour tout nombre fixé À => 0 on trouve un 6, (e, À) 
tel que pour Ô < 6, (e, À) . a vérifiant les conditions 


F5 << (6) (8: 3,3) 


on a l'inégalité 
ÎlZa, à — 24 || e/2. (8; 3,4) 
Pour montrer la validité de l'estimation (8; 3,4) estimons tout 
d’abord Q [z,. 1l et || Azo, x — 420 ||. Il est évident que 
GAQ [2a. 1] LM [Za. à 3: À, v, I LMR (20 ; À, v, c] = 
= || 420 —v|2+a{p (22) HAQ (20). (8; 3,5) 


Ici p(z) = (c, 2). Puis, 


120 —5 111 420 — Az |] + |] Az0 — ue] + [|u —v || = 
= || 20 — 420 || + u—u||+|[u —v|l). 
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Utilisant les estimations || À — A | < 6 et [u—u|| 
nous obtenons 


Az — 016 112% [+ 8+ Il — v ||. (8; 3,6) 


Puisque || u—v|| < | u — Àz || pour tout élément z, on tire de 
(8; 3,6) que 


(Az — 016 (1 +112 11) + | ù — A7 0 | < 
<8(1+12%1)+lu—ul+lu— 420 | = 
= 8 (+120 11) + eu || +11 439 — A0 || 
<8(1+11201)+8+1AÀ—A LC NS28 (À +11 20 11). 
Ainsi donc, 
A2 —v | <B-6, (8; 3,7) 


où B=2(1+1||z0]|l). Utilisant cette estimation, on déduit de 
(8; 3,5) que 


B6° 


GA (Zn, 1 OA {+ CÉ ei +Q [20 }. 


Donc, 


QE + PEN Lo po. 


Utilisant (8; 3,3), on obtient 


_ B: , (ô) œ? (: EA 
® [Zæ,x jet 


+ HO EN (6, D. 


Comme NW (6, À) est une fonction monotonement croissante de ix 
variable 6, on a Q (za) < N (ô» À), où 6, est une quantité fixée. 
Faisons l'estimation de || Azo,x — 420 ||. Il est évident que 


IL Aa, à — 42 || < 
L]| AZ, à — À 2e à IH 1 Ze, à 0 || + 10 — 420 | < 
<|| 42 2a, 1 — AZ, à | + {M$ [Za, à ; À, , c}} +] 0— 470 If. 
Utilisant les estimations (8; 3,5), (8; 3,7) et (8; 3,3), on obtient 
|| za, x — Az ® || Lô | Ze, À [| + 
BE? + ao (5) {p2 (2%) + AQ [2]} + |] à — Azi |]. 


12—1040 
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Puisque Az) = w et [|u — v || || u — Az || pour tout z, il vient 
ou 420 <lu—v||+u—ul< 
<|u— 420 + 68€] u—u |] +11 Az — 470 || + 8 < 
<25+1| A— A [11] 2° 1 << (2+ | 2° 11). 
À l’aide de cette estimation, on obtient 
I AZ, x — À2® 11 < 6 (2 +112 1 + |] Zu. à I) + 
+ V/ B62+ ao (6) {2 (2) + 0 (20); = n (6). 


Il est évident que n (6) > pour Ô —+0. 

Montrons maintenant que pour tout & >> 0 il existe un Ô, — 
= Ô, (e, À) tel que pour Ô < 6, (e, À) et pour tous les & vérifiant 
(8; 3,3) est vraie l'inégalité 


Il Ze, a — 2 || e/2. 


Supposons le contraire, c'est-à-dire qu'un tel Ô, (&, À) n'existe pas. 


Cela signifie qu’il existe un &, > 0 et des suites {À,}, {u,}, {C1} 
et {6,} convergeant (en normes correspondantes) respectivement vers 


A,u, cet zéro, tels que pour tous &, vérifiant les conditions 


5 Ô 
Bo (ôx) (ôx) > Tr <Ah LA h)s 
on a 
Ze, à — 2a || 22/2. 
Or, 
Q lZe, IN (80 À). 
La suite {Zen} appartient donc à un ensemble compact. On peut 
en extraire une sous-suite convergente {za}. Soit 


zi = lim z; Za,,, à: 


k— 00 
Il est évident que Z1 € R;. Puisque 
I 426, à — 4240 || <n (ôx) 
et que n (6;,) —-0 pour Æ —> co, on a en passant à la limite 
IL 424 — 42 || <= 
d'où Àzi = Az) = u. Donc, zi € R.. 
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Faisons l'estimation de (za.3) + 1Q (ze al. Soit œz (2) _ 
= (c,, z). On a 


an {p° (2e. à) + AQ (Ze, 1} 
L'on {p° (ze, à) — PR (Zen, à) PR (Ze, à) + AO 20, al} < 
an {ph (za. à) + AQ (2e. al} + où || q2 (2e, à) — ph (Ga, 1)l = 
= an Pà (Ze, à) + AQ (2e. 1} + 
+ où |] p (Ga sa) — Pa Gas, à) 1111 (an, à) Pa (Be, I 
<'an {ph (2e, 2) + AQ [e,, al} + 
+ an |l(Cs 28, à) — (0; Zn, à) I (IC, Zen, a) 1H Ce aus à) ID < 
on {ph (22,4) + AO (Ze, 1} + 
Hot cl ze, à 1 (ei + 1 cn 1) 12e, a 
Lan {pa (Zee à) + AR a, a1} + ar Oa |] Ze, à 12 (LG +11 ca 1) & 
LM [219 Âno Us Ck] + 0 (@x On). 
Ainsi donc, 
an {p° (2e, a) + AQ a, a} << 
<Mr*[z, À Un, CG] O(anebx). (8: 3,8) 


Ici z1 est l'élément minimisant la fonctionnelle œ° (2) + ÀAQ [z] 
sur l’ensemble R.. 
D'une façon parfaitement analogue on déduit 


ax {pi (21) + AR 2} < 
an {2 (2)+ AR 211} + ax | 22 IP (IC 14-11 En 1). (8: 3,9) 
Faisons l'estimation de 
Mot [223 a, Un, cal = |] Ana — Un [++ où {pi (2) + AC [2]}. 
Puisque Az, = u, on a 
I Anza — un || I nca — A2 + su || < 
LI 4x — A II 2x 1 + On On (1 + 1 za 11) L'Ex°(1 + 11 210 11), 


car [za < 1129 |. 
12* 
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En utilisant (8; 3,9), il vient 
M5 [zx Au, un, x] 68 (1 +11 210 11) + 
+ ax {p? (21) + AQ [za]} + œu - On (Ile + ca 11) 1 za I. 
De cette estimation et de (8; 3,8) il découle que 
PE (Zoe, à) “+ AG (20, 41 << p? (22) + A2] + O (6x) + O (6% /œx). 
Passant dans cette inégalité à la limite pour À —+ co, on obtient 
p? (21) + AQ (21 <p? (22) + AQ [al 
Comme l’élément z, minimise la fonctionnelle @° (z) + ÀAQ [z], on 
a 21 = 2. Donc, pour des k suffisamment élevés, k > ko (£0), on a 
Îl Ze. — 21 || e9/2, ce qui contredit l'hypothèse. Le théorème 
est démontré. 


Remarque. Nous avons posé Q [z] = || z — z° | et nous 
n’avons utilisé, au fait, que la propriété de l’ensemble des éléments 
z pour lesquels Q {z] < d d'être compact pour tout d > 0. On aboutit 
aux mêmes résultats si l’on prend en qualité de Q {z] n'importe 
quelle forme quadratique définie positive 


Q[z]= 2 Pi (zi—23) (25 — 25), 


ayant convenablement modifié la définition de la solution normale. 
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